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第 一 章 基本 概念 


从 某 种 意义 上 来 说 ,集合 论 是 数学 的 基础 。 从 集合 论 的 
角度 分 析 和 考察 初等 数学 ， 可 以 对 问题 有 更 清晰 更 深刻 的 理 
解 . 这 对 于 中 学 数学 教育 无 疑 是 有 益 的 .现代 数学 的 各 个 分 
支 其 基础 部 分 都 与 集合 论 有 着 密切 的 关系 ， 并 且 它 们 又 不 断 
地 向 集合 论 提 出 新 闻 题 , 反 过 来 又 推动 集合 论 的 发 展 . 


31 引 言 


”什么 是 集合 呢 ? 我 们 把 它 当 作 一 个 不 加 定义 的 基本 概 
念 ， 也 是 本 书 中 唯一 的 不 加 定义 的 概念 (有 时 也 用 到 类 的 概 
念 , 但 可 以 不 作为 基本 概念 , 有 的 集合 论 系统 ,用 类 作为 基本 
瞩 念 ， 把 集合 定义 为 满足 一 定 限制 条 件 的 类 )， 在 平面 几何 
中 ,大 家 知道 ， 点 、 线 、 面 都 是 不 加 定义 的 基本 概念 , 在 那里 
是 通过 几何 公理 表现 出 点 , 线 , 面 的 关系 的 。 在 本 书 中 , 我 们 
是 从 集合 这 一 基本 概念 着 手 ,逐步 引伸 出 集合 论 的 有 关 概 念 、 
公理 和 问题 ,并 建立 相应 的 定理 和 方法 . 

虽然 集合 是 一 个 不 加 定义 的 概念 ， 然 而 却 是 一 个 人 们 容 
易 理 解 和 把 握 的 概念 ， 事实 上 ， 每 一 个 人 都 知道 许多 集合 
三 只 羊 可 以 组 成 一 集合 ,五 只 鸡 可 以 组 成 一 集合 , 同样, 二 十 
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六 个 英文 字母 可 以 组 成 一 集合 ， 数 0, 1，2，3 也 可 以 组 成 一 
集合 . 

集合 是 把 人 们 的 直观 的 或 思维 中 的 某 些 确定 的 能 够 区 分 
的 对 象 汇合 在 一 起 ,使 之 成 为 一 个 整体 (或 称 为 单 体 ) ,这 一 整 
体 就 是 一 个 集合 . 组 成 一 集合 的 那些 对 象 称 为 这 一 集合 的 元 
素 〈 或 简称 为 元 )。 任何 类 型 的 对 象 都 可 以 作为 一 集合 的 元 
”“ 素 ,特别 是 集合 也 可 以 作为 对 象 , 亦 即 一 集合 可 以 是 其 它 集 合 
的 元 素 。 当 我 们 用 字母 $ 表示 一 和 集合 ,4 是 集合 5 的 一 个 元 
率 时 ,就 叫做 < 属于 集合 S, 这 时 就 记 做 

a € 5, 

其 中 符号 上 6 表示 属于 或 元素 关系 "或 属于 关系 .党 不 

是 S 的 一 元 素 时 ,人 们 常常 记 做 
: a €5, 
其 中 符号 《表示 “不 属于 ”.。 “bf S” 读 做 5 不 属于 5， 

例 1 令 4 是 由 0, 1, 2，3 这 四 个 数组 成 的 集合 ,并 且 

记 做 加 

Si 一 1410,1,2，31， 
其 中 花 括 号 内 的 对 象 (在 这 里 是 数 0, 1, 2, 3) 是 这 一 集合 的 
元 素 ,确切 地 说 , 凡是 这 一 集合 的 元 素 都 写 在 花 括 号 内 , 不 是 
它 的 元 素 都 不 号 在 花 括 号 内 。 符号“ :一 ”表示 左边 是 由 右边 
定义 出 来 的 这 时 ，0 € 51, 1 € 51,2€5,, 3€ 5S, 但 是 4¢5,， 
5 上 Si 等 等 . 

例 2 令 3 是 由 26 个 小 写 英文 字母 组 成 的 集合 , 亦 即 ; 
52; 一 ty pcd WX yy 2}, 


这 时 ,a € 5,, 5 5S,, ce &€ 5 等 等 ;并且 也 有 1¢ 5,, 2 4 5, 等 等 

例 3 令 5, 是 某 中 学 初 一 甲 班 全 体 学 生 组 成 的 集合 ， 当 
张 三 是 该 班 的 一 个 学 生 时 , 我 们 就 说 张 三 是 集合 $ 的 一 个 元 
素 , 并 记 做 “ 张 三 € S;”。 当 李 四 不 是 该 班 的 一 个 学 生 时 ,我 们 
就 记 做 :“ 李 四 《4 5， 。 意思 是 指 : “ 李 四 不 是 集合 5; 的 一 个 
元 素 。 

我 们 为 什么 能 够 把 某 校 初 一 甲 班 的 学 生 汇集 成 一 个 集合 

$5: 昵 > 因为 一 个 学 生 是 否 在 该 班 这 是 确定 的 ， 张 三 是 甲 班 的 
学 生 , 李 四 不 是 该 班 的 学 生 , 这 些 都 已 确定 , 毫 不 含糊 . 同时 
里 班 的 若干 个 学 生 相 互 都 是 能 区 别 的 ,虽然 , 张 三 , 王 五 都 是 
甲 班 的 学 生 , 但 他 们 是 两 个 不 同 的 学 生 , 人 们 能 够 区 别 他 们 谁 
”是 王 五 , 谁 是 张 三 ， 这 些 都 是 从 我 们 的 常识 所 能 知道 的 ， 

又 如 ,在 通常 的 情况 下 , 甲 班 的 男生 可 以 组 成 一 个 集合 S4， 
甲 班 的 女生 可 以 组 成 另 一 集合 5;, 因为 , 这 些 对 象 都 是 确定 
的 ,能 够 区 分 的 ”， 但 是 ， 甲 班 的 所 有 高 个 子 的 学 生 不 能 组 
”成 一 集合 , 这 是 因为 , 什么 是 “高 个 子 ?? 这 是 一 个 不 确定 的 、 
不 清晰 的 概念 身高 一 米 八 的 是 高 个 子 , 吴 高 一 米 七 五 一 米 
七 三 或 一 米 七 一 ,\ 一 米 六 九 的 是 人 否 是 高 个 子 呢 ?9 这 里 没有 一 
个 确定 的 清晰 的 界限 . 同样 , 甲 班 所有 小 个 子 的 学 生 也 不 能 
组 成 一 个 集合 , 它 也 没有 一 个 确定 的 请 晰 的 昼 限 . 象 这 类 不 
确定 不 清晰 的 对 象 都 不 是 十 典 集合 论 有 的 研究 对 象 ， 不 是 本 书 
所 要 讲 的 集合 . 

还 有 更 复杂 的 集合 ， 也 可 以 把 一 些 集合 汇合 成 一 个 整体 
形成 新 的 集合 、 例 如 , 令 5 是 这 样 的 一 集合 , 它 的 元 素 恰 好 是 
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上 述 三 个 例子 给 出 的 集合 5,, 5;, 5;, 51，5;。 亦 即 
S: = {65, $,, $,, S41, $s} 
这 个 集合 有 五 个 元 素 51, 53， 5;, $4， 5;s、 亦 即 我 们 有 : 5S,& 5， 
SEES S$,€ §, 5,€5, 5;€5. 虽然 0€ 5, 且 S$,€5, 但 是 0g5， 
假如 我 们 令 % 是 由 1 与 5 组 成 的 一 集合 , 亦 即 
/ S,: = {1, $1}, 
这 时 , 1€ 5, 且 S,€ $6, 而 且 还 有 1 € S56. 

这 样 , 任 给 一 对 象 a( 它 也 可 以 是 一 集合 ) 和 一 个 集合 5， 
是 否 a&€ 5 成立 呢 ?9 这 要 看 它们 是 由 什么 决定 的 。 要 看 集合 
S 含有 哪些 元 素 而 决定 。 一 集合 由 它们 的 元 素 所 决定 , 这 正 
是 我 们 在 $3 中 将 要 讨论 的 外 延 原则 的 基本 内 容 ， 


$2 集合 的 表示 方法 


在 $1 的 例 1 与 例 2 中 :为 了 给 出 一 集合 , 我 们 是 列举 出 
仿 集 合 的 元 素 , 这 种 列举 元 素 的 方法 好 处 是 具有 显明 性 。 比 
如 S51: 二 40, 1,2, 3}), 我 们 一 眼 就 看 出 它 只 有 四 个 元 素 ， 并 
且 这 些 元 素 分 别 是 0, 1, 2, 3, 但 是 ， 在 有 些 情况 下 , 这 样 做 
是 很 不 方便 的 .。 比如 令 集 合 5; 为 ; 
{5832,6859, 8000, 9261, 10648, 12167, 13824}. (1.]) 
(1.1) 式 所 确定 的 集合 就 有 氮 烦琐 了 ,如 条 比 13824 还 大 的 数 
目 再 列 出 儿 个 ， 几 十 个 或 几 百 个 ， 那 就 更 加 复杂 其 至 无 法 写 
出 ， 然 而 当 我 们 分 析 一 下 57 的 元 素 的 性 质 时 , 就 会 发 现 这 些 
数 是 有 规律 的 ,它们 是 从 18 到 24 之 间 的 这 七 个 数 的 了 立方 数 ， 
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亦 即 当 * 满足 条 件 18 万 4 入 24 时 ，5; 的 元 素 恰 好 为 这 
样 ,就 令 | 

{ylx 是 一 整数 ,是 18 达 x 过 24,y= 二 x )， (1.2》 
其 中 竖 线 “| ”的 前 边 为 所 定义 的 集合 的 元 素 , 它 必须 满足 坚 线 
后 边 所 列举 的 条 件 , 亦 即 “z 是 一 整数 , 且 18 过 + 过 24,y 一 
x”。 这 一 条 件 也 叫做 一 性 质 ，(1.2) 式 表明 所 定义 的 集合 的 
元 素 都 具有 性 质 为 “把 这 个 元 素 开 立 方 ,立方 根 为 18 与 24 之 
间 ( 包 括 18 与 24 在 内 ) 的 整数 ”， 不 难 验证 , 它 的 元 素 恰好 是 
在 (1.1) 中 所 列举 的 那些 数 . 因此 , 我 们 说 ,(1.1) 与 (1.2) 定 义 
了 同样 的 集合 , 亦 即 上 述 集合 5. 

当 我 们 把 (1.2) 式 中 的 条 件 改 为 “x 是 一 整数 且 10 过 x 反 
108,y 一 各 时， 所 定义 的 集合 为 5;, 如 果 要 用 类 似 于 (1.1) 
那样 的 显 式 去 列举 5; 时 ,是 很 烦琐 的 事 , 为 了 方便 , 简洁 地 给 
出 一 个 集合 ,就 需要 采用 象 (1.2) 那样 的 定义 方式 , 我 们 称 这 
种 方式 为 条 件 定义 集合 的 方式 2。 事实 上 , 上 节 的 例 3 中 , 集 
合 5;, 54, 5; 我 们 都 是 采用 这 样 方式 给 出 的 . 比如 5; 就 是 : 

{zlx 是 某 校 初 一 甲 班 一 学 生 }， 
请 读者 自行 给 出 上 述 集合 9, 5; 的 定义 条 件 . 

一 集合 是 用 某 一 条 件 定义 的 ， 这 时 就 称 这 一 条 件 为 该 集 

合 的 定义 条 件 ， 然而 漫 无 限制 地 使 用 条 件 去 定义 集合 , 会 引 


1) 用 条 件 定义 集合 的 方式 并 不 是 一 种 能 够 普遍 进行 的 方式 ， 有 些 条 件 是 不 
能 定义 集合 的 . 能 够 定义 集合 的 条 件 是 需要 用 公理 来 保证 的 ， 由 公理 保 
证 能 够 定义 集合 的 条 件 ， 我 们 称 做 合法 条 件 * 在 本 书 中 ， 我们 将 列 出 这 些 
合法 的 条 件 ， 


起 泥 乱 , 导致 矛盾 ， 因 此 必须 对 如 何 形成 集合 的 原则 一 一 明 
确 提出 ,只 能 按照 规定 的 原则 形成 集合 , 才 可 能 避免 已 知 的 一 
些 集 合 论 讲 论 ， 这 些 原则 称 为 集合 论 公理 . 


i33 外延 原则 


一 个 集合 是 由 它 的 元 素 完全 决定 的 ， 而 不 管 它 的 其 它 性 
质 如 何 , 比 如 ,上 节 已 指出 的 ,不 管 它 的 表示 方法 ,也 不 考虑 定 
义 它 的 条 件 的 含义 , 及 其 它 可 能 附加 的 条 件 ， 所 谓 外 延性 就 
是 不 考 碟 条 件 的 含义 ,性 质 和 内 涵 , 而 是 只 考虑 满足 这 一 条 件 
的 那些 对 象 , 或 具有 这 一 性 质 的 那些 对 象 ， 由 于 这 一 基本 点 ， 
我 们 就 给 出 了 二 个 集合 相等 的 充分 条 件 。 世 就 是 说 ,任意 给 
定 的 两 个 集合 5,, 5,, 当 我 们 已 知 , 对 于 任意 的 对 和 象 4, 若 a € 
Si， 则 有 a € 5S,, 并 且 若 a&€ 5;, 则 有 a €51; 这 时 , 我 们 束 断 定 
有 S51 一 $2”。 这 就 是 外 延 原则 ， 

外 延 原则 也 叫 外 延 公 理 . 它 是 “一 集合 是 由 它 的 元 素 所 
完全 决定 的 ”一 个 具体 的 表达 方式 ,也 是 判断 两 个 已 知 集合 是 
否 相 等 的 一 个 具体 的 方法 

例 念 

S$: 一 {zl(z 一 3)(z 一 5)(x 一 ?7) 一 0}， 

5.: 二 {x|x 是 一 素数 且 2 二 x 二 10}， 
上 述 定义 5 的 条 件 《x 一 3)(x 一 5)(x 一 7) 一 0 是 一 个 方 
程式 ， 满 足 这 一 方程 式 的 数 亦 即 它 的 解 集合 就 是 5,， 所 以 集 
合 5S; 就 是 (3,5,7), 上述 定义 S: 的 条 件 是 “x 是 一 素数 且 它 
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既 大 于 2 又 要 小 于 10”, 不 难 验证 , 它 也 是 集合 (3, 5, 7}， 由 
外 延 公 理 , 即 得 $, = 5;. 

” 当 我 们 已 知 两 个 集合 9, 与 9 是 相等 时 , 即 5, 一 5;, 并 且 
对 于 任意 的 对 象 a， 我 们 已 知 acESi, 这 时 是 否 a€ 5; 呢 2? 我 
们 的 回答 是 肯定 的 ， 若 ee 9, 则 se S,。 这 一 肯定 的 答案 是 
关于 相等 符号 即 等 词 或 等 号 "二 ”的 逻辑 规则 所 规定 的 ,也 
可 是 说 “对 于 任意 的 对 象 a, 若 ee 5, 则 a€ 5;, 且 右 4 € 5;， 
则 a € S$,” 构 成 了 5, = 5; 的 一 个 必要 条 件 。 因此 人 们 和 闻 贡 把 
处 延 公理 陈述 为 : 


对 于 任意 的 集合 % 和 5,，5, 一 39: 当 且 仅 当 对 于 任意 的 


对 象 A， 部 有 洛 4 € 5S， 则 ga € S$;; 在 4 € 5;， 则 ae SS,. 换 人 句 话 
说 ，5i 一 9 当 且 仅 当 3 与 9 有 相同 的 元 素 ， 对 此 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 谓词 演算 的 有 关 文 献 , 例 如 本 节 后 边 列 的 文献 [1、 
2]. 


$s 4。 空 集合 与 无 序 对 集合 


定义 1.1 没有 元 素 的 集合 叫做 空 集合 . : 
空 集合 是 否 存 在 昵 ? 如 果 它 是 存在 的 ， 那 么 由 外 延 公理 
它 是 唯一 的 .条 件 x 六 xx 可 以 定义 空 集合 , 令 
S:= {rx|x 关 x}， 
这 里 * 可 以 是 任意 的 对 象 ,由 等 号 的 逻辑 规则 ,对 于 任意 的 对 
象 a 都 有 4 == 4, 因此 ,a 关 a 的 对 象 是 不 存在 的 ,所 以 ,上 述 
S 如 果 是 一 集合 , 则 5 没有 任意 元 素 。 当 然 , 能 够 定义 一 集合 
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的 条 件 是 需要 由 公理 来 保证 的 , 

空 集合 存在 公理 ”存在 一 个 集合 , 它 没有 任何 元 素 。 换 
名 话说 , 空 集合 是 存在 的 . 

空 集 合 存在 公理 常常 简称 为 空 集合 公理 ， 由 它 和 外 延 公 
理 , 空 集合 是 存在 唯一 的 ,并且 记 做 符号 必 ， 由 定义 1.1, 对 二 
任意 的 对 象 4 都 有 a 8g 2， 

推论 1.1 对 于 任意 对 象 a, 都 有 eg 2. 

定义 1.2 对 于 任意 给 定 的 两 个 对 象 « 与 6, 集合 {a, 5} 
称 做 对 象 a 与 5 的 无 序 对 集合 ,也 就 是 说 ,这 一 集合 有 两 个 元 
素 ,一 个 是 ea, 一 个 是 2 

由 于 ,4 是 任意 两 个 对 象 ， 它 们 可 以 相等 , 也 可 以 不 相 
等 。 当 a 一 5 时, {4a, 5} 可 以 记 做 {4} 或 {5}， 并 且 称 之 为 
单元 集合 . 换言之 ,单元 集合 是 无 序 对 集合 的 一 种 特殊 情况 ， 
只 有 一 个 元 素 的 集合 叫做 单元 集合 . 

任 给 二 个 对 象 e 与 a， 无 序 对 集合 {a, 5b】 可 以 用 条 件 
“x 一 4 或 x 一 6b” 来 定义 ,人 允许 这 样 定义 集合 , 即 : 

无 序 对 集合 存在 公理 ”对 于 任意 的 二 个 对 象 a 与 5， 者 
存在 一 个 集合 5, 使 得 $s 恰 有 两 个 元 素 ， 一 个 是 对 象 a, 一 个 
是 对 象 5. 

由 外 延 公理 ,对 于 任意 的 对 象 与 5, 由 它们 组 成 的 无 序 
对 集合 是 唯一 的 ,并 且 记 做 {a, 5}. 

我 们 已 有 空 集合 $ , 现在 从 8 开始 ， 由 上 述 公理 我 们 有 
单元 集合 { WB }， 这 一 集合 只 有 一 个 元 素 % ,{ 8) 与 $ 不 同 ,前 
者 有 一 个 元 素 % , 后 者 一 无 所 有 . 
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现在 我 们 从 8 ,{ %} 开 始 , 我 们 可 以 构造 集合 1 8 ,4 B81)， 
它 有 元 素 % 与 {8 }, 并 且 还 可 以 构造 集合 (418, 它 是 1 如 i} 的 
单元 集合 ,这 一 集合 只 有 一 个 元 素 { 8 }。 由 此 ,我 们 也 可 以 构 
造 集 合 {{{ 8 7)}, {{ 饭 , {名 站}, LE LE 等 等 更 为 
复杂 的 集合 ,但 是 , 不 管 怎样 , 我 们 只 能 构造 具有 一 个 元 素 和 
二 个 元 素 的 集合 , 而 不 能 汇合 更 多 的 元 素 组 成 新 的 集合 。 为 
了 获得 具有 更 多 元 素 的 集合 ,我们 引信 并 集合 公理 . 


S5 并 集会 


定义 1.3 ”对 于 任意 的 两 个 集合 5, 与 5;， 我 们 把 5 的 元 
案 与 $; 的 元 素 汇合 在 一 起 组 成 一 个 新 的 集合 S。 并且 称 8 为 
5, 与 $; 的 并 集合 ， 记 做 SUSi, 亦 称 5, 并 上 5; (参见 图 1). 

集合 S,U 5; 可 以 用 条 件 “x€ 5S, 或 x€ 5> 来 定义 .然而 ， 
这 一 条 件 是 否 能 够 定义 一 集合 呢 9 换 句 话说 , 对 于 任意 的 集 
合 51 与 5;, 是 否 存在 一 并 集合 9,US: 呢 ? 当然 , 如 果 存 在 的 


图 1 二 集合 的 夫 的 示意 网 


话 ,由 外 延 公 理 ， 它 就 是 唯一 的 ， 并 且 记 做 SUS:，, 也 就 说 5 
U 5; 是 合法 的 集合 了 (合乎 公理 的 规定 了 ). 
并 集合 公理 (简单 形式 ) 对 于 任意 的 集合 5 与 5,, 都 存 
在 一 个 集合 5, 它 的 元 素 是 由 5, 的 元 素 与 5, 的 元 素 所 组 成 . 
例 我们 已 经 有 集合 {名 ,{ 名} 和 {{ 名 , {名 }}}, 这 样 就 
有 {多 ,{Z}}U{{G, {名}))}, 亦 即 有 集合 : 
/ {2, {2}, (2, {2}}}. 
类 似 地 ,我 们 已 经 有 集合 {名 ,{ 名 }} 和 {{{ 名 }}}, 这 样 就 
有 《8 ,4B}}U {4{ 名 }}}, 汞 即 有 集合 ; 
1g ,GCC 


0 
1: 一 {0}， 《〈 亦 即 {8}) 
2: =— {0,1}, 
3: 二 2Uf12}= {0,1,2}1, 
4: 二 3U{3}== {0,1,2,3}, 
我 们 已 知名 ,{ 2}, {2 , {名 都 是 由 公理 的 保证 良好 定 
义 了 的 集合 ， 而 从 2, 我 们 能 够 定义 2 的 单元 集合 { 2 }, 由 2 
及 { 2 } ,使 用 上 边 陈述 的 两 个 集合 的 并 集合 公理 ,就 保证 了 集 
合 3 的 合法 性 ,同样 ,从 3 的 合法 性 ,可 以 获得 4 的 合法 性 ， 
由 上 述 论证 , 我 们 还 可 以 看 出 , 0 没有 元 素 ，1 有 一 个 元 
索 , 2 有 二 个 元 素 , 3 有 三 个 元 素 , 4 有 四 个 元 素 . 这 样 ,用 这 
些 集合 来 定义 和 刻 划 相应 的 数 还 是 很 合理 的 。 而 且 , 以 后 我 
们 将 会 看 到 它 有 许多 优点 。 一 般 说 来 , 假定 我 们 已 经 定义 了 
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数 2 这 时 ,我 们 令 
nl:=nUin}, 
定义 1.5 对 于 任意 的 集 仿 5, 我们 令 
ST: = SU1{5S). 

并 且 称 5+ 为 $ 的 后 继 . 

因为 已 知 5 为 一 集合 ,这 样 就 有 它 的 单元 集合 {5}, 由 二 
个 集合 8 与 18}， 使 用 二 个 集合 的 并 集合 公理 ， 因 此 集合 3 
的 定义 是 合法 的 . 
定义 16 对 于 一 个 集合 ,如 果 它 是 空 集合 必 ( 亦 即 0), 或 
者 有 一 自然 数 4, 使 得 5 一 zt, 则 我 们 称 5 为 一 个 自然 数 ， 


$6 于 集合 


定义 1.7 对 于 任意 的 集合 5, 与 5,， 当 5, 的 每 一 个 元 素 

都 是 5; 的 元 素 时 ,就 称 集合 5, 是 5; 的 子 集 合 , 并 且 记 做 
: SCI. 

换言之 , S,C5, 就 意味 着 ， 对 于 任意 的 对 象 a, 若 ze 5,， 
Mil a € S,. / 

当 S.C5, 成 立时 ,也 称 5§, 包含 在 5; 中 ,或 称 5 包含 5. 

当 5, 不 是 8 的 子 集合 时 ， 亦 即 SCS: 不 成 立时 ， 记 做 
Ss, 5;， 这 种 情况 就 是 说 存在 一 对 象 5, bE S: 但 天 3: 

对 于 集合 5 包含 在 集合 5 中, 亦 即 5.C5, 成 立 , 集合 5 
不 包含 在 $4 中, 亦 即 5; 和 54 成 立 ， 我们 可 以 用 图 形 加 以 形象 
的 说 明 (参见 图 2) 
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(a) (b) 
| Cc) 


图 2 包含 与 不 包含 示意 图 


图 2(a) 说 明 集 合 5 是 5, 的 一 部 分 , 也 就 是 5,C5,。 图 
2(b) 说 明 虽 然 5; 的 一 部 分 元 素 在 51 中， 但 5; 还 有 一 部 分 元 
素 不 在 % 中 ， 这 时 5; 息 5 成立 并 且 SS 成立。 图 2Cc) 说 
有 明 , $; 的 任 一 元 素 都 不 在 5 中, 并 且 3 的 任 一 元 素 也 不 在 $ 
中 。 据 包含 的 定义 ,当然 6; 区 5 并 且 5, 中 5 成 立 。 

例如 40, 1}C10,1}; 

{0,117C10, 1, 2, 3}; 
{{277C{0, 1, 4277; 
{0, 2}F10, 3, 4}; 
{37C{{3},4, 2}, 

注意 : 不 要 把 元 素 关 系 6 与 包含 关系 己 相 泥 清 ， 实际 上 
它们 是 不 相同 时， 例如 ; 
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{41FE{{41, 0}, 但 {4}€ {44}, 03; 
{0, 1}C10,1,41}}, 但 {0, 1}&10,1, {1}}. 

€ 与 己 不 相同 , 还 有 一 个 重要 之 点 是 ,€ 是 原始 符号 , 是 
集合 论 的 原始 概念 ,而 己 不 是 原始 概念 ,而 是 从 & 出 发 被 定义 

定理 1.1 对 于 任意 的 集合 $, 都 有 C5， 也 就 是 说 , 空 
集合 名 是 任 一 集合 5 的 子 集合 . 

证 明 如 果 有 一 集合 S$,BFKS5, 那么 有 一 元 素 4, 使 得 
4a& 如 ,ag S， 但 是 由 名 的 定义 , a€ 好 是 不 可 能 的 , 与 好 的 定 
义 相 矛盾 ,所 以 多 C5 成 立 . 

定理 1.2 ”对 于 任意 的 集合 5, 5; 与 5;, 有 : 

(1) SCS,, 

(2) 若 SC3, 昌 SCS 则 3 = 5;,， 

(3) 若 SC5S; 有 日 SC 则 CS。 

证 明 先 证 (1),“ 对 于 任意 的 对 象 a, 者 a€ 3， 则 46 
$,”, 这 总 是 成 立 的 .对 于 一 切 集合 5,, 这 都 是 成 立 的 ， 因 此 ， 
在 一 切 情况 下 (也 都 成 立 。 

再 证 (2) ,对 于 任意 的 对 象 a, 若 ze 由 SC 则 af 
$;, 男 一 方面 , 若 a € 5,, 由 SCS， 则 a € 51.。 也 就 是 说 , 5, 与 


”5, 满足 外 延 公理 的 前 提 , 所 以 ,由 外 延 公理 , 我 们 有 5 一 5 


最 后 证 (3), 对 于 任意 的 对 象 a, 若 a€ 51, 因 51C5;, 故 
ae 3,, 再 根据 S:CS;， 就 有 se 5;, 因此 ， 由 定义 1.7, 得 到 ， 
$C, / 

定理 1.2(1) 是 说 , 对 于 任意 的 集合 来 说 ， 它 都 是 它 自身 
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的 一 个 子 集合 再 由 定理 1.1, 立 即 获得 下 面 的 推论 ， 

推论 1.2 对 任意 不 空 的 集合 $， 它 至 少 有 两 个 子 集合 ， 
一 个 是 空 集合 名 , 一 个 是 它 自己 , 即 $. 

定义 1.8 对 于 任意 的 集合 5 与 5, 当 5.C5, 且 5, 5; 
时 ,就 称 5 为 5; 的 真子 集合 ， 这 时 , 记 做 S.C455. 

我 们 说 5,C +15; 就 意味 着 ,第 一 有 SCS:, 第 二 ， 有 一 个 
对 象 a, a € 5; 且 a #5,。 换 句 话说 ，5,C45; 就 意味 着 : SC 
$3 日 SF 5. 

例如 

{0, 1, {1}}C{0, 1, {1}, 2}, 
{1, 2,3}C,{1,2,3,4}, 
{1, 2}F4{1, 2}. 


$7 集合 的 交 污 相对 补 


定义 1.9 对 于 任意 的 两 个 集合 5 与 5; 我们 把 5 与 5 
的 公共 元 素 汇 合 在 一 起 组 成 一 个 新 的 集合 8S， 并 且 称 $ 为 4 
与 5; 的 交集 合 , 记 做 3 03:. 

集合 5 人 5 可 以 用 条 件 “x€ 5, 且 x€5， 来 定义 ， 然 而 ， 
定义 1.9 是 否 合 法 的 呢 ? 也 就 是 说 ,对 于 任意 的 集合 S 与 9， 
我 们 能 够 把 它们 的 公共 元 素 汇 合 到 一 起 形成 一 整体 吗 ? 

交集 合 公理 ”对 于 任意 的 集合 5 与 5;， 存 在 一 集合 5， 
它 的 元 素 是 由 $: 与 5; 的 公共 元 素 所 组 成 ， 也 束 是 说 ，S 的 元 
素 恰 是 既 属于 S 义 属 于 5; 的 那些 元 素 。 
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由 外 延 公 理 , 对 于 任意 的 集合 5,, 5;, 它们 的 交集 合 是 唯 
一 的 。 因 此 , 5, 个 5; 存在 且 唯 一 , 亦 即 它 是 合法 的 ， 

例如 令 5: = {0,1}, S52; 一 {41,2}, 这 时 

$5, = {1}. 

定义 1.10 对 于 任意 的 两 个 集合 5, 与 5,, 如 果 5. 门 5, = 
好 , 则 称 5, 与 $; 是 不 交 的 . 

定义 1.10 是 说 ,对 于 任意 的 对 象 a, 若 a&t5， 则 a ¢ 5;， 
并 且 帮 a€ 6;, 则 a ¢ 5S,。 这 时 ,我们 就 称 集合 8 与 5; 是 不 交 
的 . 或 者 说 , 5, 与 5; 的 交集 合 为 空 集合 凶 。 

我 们 也 可 以 用 图 来 说 明 上 述 二 个 定义 的 直观 含义 ， 

图 3(a) 是 说 ,SS 且 3 人 3 ， 然 而 它们 有 若干 公共 元 
系 。 带 阴 影 部 分 就 是 它们 的 交 。 图 3(b) 是 说 , 5;C5, 这 时 


DE 


图 3 二 集合 的 交 的 示意 图 


SnS 一 S。 图 3(c) 是 说 ,5; 几 56 一 名, 即 5; 与 $5, 是 不 交 
的 ， 

定义 1.11 对 于 任意 的 两 个 集合 5, 与 5,， 我 们 把 5, 中 
所 有 那些 不 属于 $; 的 元 素 汇合 在 一 起 形成 一 整体 , 亦 即 组 成 
一 新 的 集合 5, 并 称 5 为 5; 相对 于 5, 的 补 集合 , 记 做 SS 
也 读 做 $: 对 5, 之 补 . 

集合 SS 可 以 用 条 件 “x€ Si 且 x 52” 来 定义 ， 然 而 ， 
集合 8,--$; 是 合法 的 吗 ? 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 两 个 集合 5 
与 9 来 说 ,我 们 能 够 把 8, 中 含有 的 5, 的 元 素 全 部 去 掉 而 把 剩 
下 的 所 有 元 素 汇合 成 一 个 整体 吗 ? 这 是 需要 公理 来 保证 的 . 

相对 补 公理 ”对 于 任意 的 两 个 集合 5, 与 5;, 都 存在 一 个 
集合 5, 使 得 5 的 元 素 恰好 是 把 5, 中 含有 的 8; 的 元 素 全 部 去 
掉 而 剩 下 的 那些 元 素 . 

由 外 延 公理 ， 上 述 定义 的 集合 $ 是 由 5, 与 5; 唯一 决定 
的 , 亦 即 8,~S: 是 合法 的 ， 

例如 令 5, 为 (1,2,3,4),5; 为 {1,3,4), 则 
S $= {2 
又 如 令 为 {1,2,4,5), 5, 为 {1,2,6), 则 
S54 = {4, 5}, 


J 题 


1. 令 4: = {3,4}, B: = {3, 4}U 2 ,C0: = {3, 4}U{Y}, D: 一 
{x|x — 7x+ 12 = 0), E: = {2%,3,4}, Fi: 一 {14 4 3 G: =— {14，, 
ZB ， 儿 ,3}。 问 上 述 集合 中 ,哪些 是 相等 的 ,哪些 是 不 等 的 ? 
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2. 判 新 下 述 各 式 郧 些 是 成 立 的 ,哪些 是 不 成 立 的 ,成 立 的 划 “ 士 ”， 
不 成 立 的 划 x”。 

(1) ZS CY, 

(1) gs € %， 

(3) gS CcC{g), 

(4) SS €{%}, 

(5) (好 CU， 

(6) {go}€ {2}, 

(7) 好 CO 

(8) ZS €1{82)}, 

(9) {ZS}C{{2}}, 

(10) {42} € {{%})}, 

(11) {gS}€{2, {2}}, 

(12) gS E{g, {2}}, 

(13) 1{g}} E112, {12}}, 

(14) {{g}}C{2, {2}}, 

(15) {42 , {2}} €{{B}}, 

3 .根据 定义 1.4， 验 证 : 

(1) 0€1, 

(2) 0€2 日 1€2,， 

(3) 0€3,1€3 日 2€3, 

(4) 0€4,1€4, 2€4, 日 3€4, 

4. 根 据 定义 1.4， 计算: 

(1) 3U{4} = 

(2) 3U1{5} = 

(3) 4U5 = 

(4) 5 一 4 一 

(5) (5—3)U2 = 

(6) (5 一 3)U3 一 
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(7) 《4~2)U3 一 

(8) 4N3 = 

(9) {1,2, 4}N3= 

(10) {1, 3, 4} 14 = 

7 .给 出 下 列 各 集合 的 所 有 子 集合 : 

(1) %， 

(2) {82}, 

(3) {1}, 

(4) 2， 

(5) 3， 

(6) {41, 2}, 

(7) {1, 2, 3}. 
6. 证 明 ; SU5, = 好 当 且 仅 当 5$,= jg 目 $5, = %， 
7 .正明 ; 5 US3: = 5, 几 5, 当 且 仅 当 5) = 5,、 
5. 证明 : 5 一 $, = 5 二 5, 当 且 仅 当 5, = 5,, 


s 全。 


第 二 章 证 明 与 逻辑 


合 论 与 数学 的 其 它 分 支 一 样 ， 凡 是 基本 结论 都 要 令 壕 
为 定理 ,而 每 一 定理 都 要 求 有 一 个 严格 的 数学 证 明 , 证 明 是 从 
公理 (或 已 被 证 明 的 定理 ) 出 发 ,使 用 逻辑 定律 (或 称 规 则 ) 逐 
步 地 推导 出 来 的 . 
本 章 仅 初步 描述 有 关 定 律 和 方法 ， 并 在 以 后 各 音 的 论证 
中 将 要 多 次 使 用 它们 .以 后 还 要 逐步 引进 一 些 新 的 定律 和 方 
法 ,希望 读者 在 使 用 中 反复 扒 殴 ,加 深 理解 ,逐步 掌握 它们 ， 


$1 关于 并 、 交 、 补 的 儿 个 性 质 


定理 2.1 对 于 任意 的 集合 5, 与 5;, 都 有 : 

(1) S US 一 SU9，， 

(2) Sng = SNS. 

证 明 人 先 证 (1), 对 任意 的 对 象 ce, 若 ee S$,U 5;, 由 定义 
1.3, 有 :“a€5 或 a€5， 成 立 , 因 此 也 有 “a€5， 或 a€ S$， 成 
并 ， 所 以 ,就 有 a €5;U5,。 另 一 方面 , 若 4a& $2U 51, 由 定义 
1.3, 就 有 “a € 5; 或 a€ Sw 成立, 因此 也 有 “a€ ,或 a€ 5” 成 
7， 由 此 :更 用 外 延 公 理 即 得 SU 5; 一 SU 5,. 

髓 证 朋 (2), 对 任意 的 对 象 a, 知 a&€ 5 站 5;, 由 定义 1.9， 
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就 有 : “a € S, 且 a€ 5S 成立. 这样， 就 有 : “a€ S, 且 a€ Sw” 
成 立 ， 因 此 由 定义 1.9 有 : a € 5 站,， 另 一 方面 ,车 a€ 5;n 
S$,， 类 似 地 ,可 以 获得 : ee SnS:。 由 此 ,依据 外 延 公理 ,我 们 
就 有 欲 证 结果 成 立 , 即 有 : SS3: 一 S2 站 3,。 

定理 2.1(1) 叫做 并 集合 的 交换 律 . 〈2) 叫做 交集 合 的 交 
换 律 . 

定理 2.2 对 任意 的 集合 5,, 5;,, 5; 都 有 : 

(1) S=-S,= $8, 

(2) 若 SCS， 则 9 一 (8 一 9 ) = 5,， 

(3) 〈3S 一 3 一 3 = $5. ($2U 5;). 

证 明 对 任意 的 对 象 4， 

(1) 苦 a€ 5,--$,， 由 定义 1.11 就 有 “a€5, 有 日 a¢gS， 成 
立 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ,a #5 一 5,。 由 于 a 是 任意 的 对 

象 ，, a 5 一 $1 所 以 SS 只 能 是 空 集合 , 即 
: SS = , 

(2) 荐 a€5 一 (5 一 $,)， 田 害 义 1.11 就 有 a ES1 有 Hag 
9 一 $;， 然 而 a 5. 一 S$;， 网 : ak 一 3S， 不 成 立 ; 亦 即 “ 26 
5 和 信 a KK 5 不成立. 由 于 已 有 “a & 6.” 成 立 , 所 以 只 能 是 “a 
$5， 不成立， 因此 ,必须 有 ae 5. 

男 一 方面 ， 若 a&€ $1, 由 定义 1.11 就 有 a 《$$S,。 并 且 
由 于 SCS， 所 以 由 “6 5; 就 有 ae $5,， 由 于 我 们 已 有 “a & 5， 
且 a SS 成立， 依据 定义 1.11, 就 有 a € 5 (S$,.…5,). 

由 上 述 两 方面 ,依据 外 延 公 理 , 即 得 欲 证 结果 ， 

再 证 (3), 若 ek(S 一 3) 一 3， 由 定义 1.11 就 有 ee 3 
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S: 昌 egS， 从 前 者 又 得 到 a €5, 且 okgS。 因此 , 我们 有 
a KS; 是 a# 5;。 这 就 意味 着 不 能 有 “a &€ 5;,US,”。 即 有 : a¢ 
Si1V S$;。 所 以 有 “a € 5, 且 a¢ SU Ss” 成立。 由 定义 1.11, 即 
a € SS.- (SU S,). 

另 一 方面 . 若 oey (SUS ,由 定义 1.11 有 “ec3 县 
a (5S2U 5;3) 成 立 。 然而,“ag (SUS ”意味 着 “eg3: 且 
a S ， 但是, 这 时 , 我 们 已 有 “a & 5, 且 a¢ $2 成 立 ， 亦 即 
有 “a 《5 一 $2 成 立 , 由 于 , 已 有 : “a €E (S$ 一 6,) 且 a $k 5 成 
立 ,所 以 ,就 有 “ae6(S 一 9) 一 S ”成 立 . 

由 上 述 两 个 方面 ， 再 使 用 外 延 公理 ， 我 们 获得 了 和 欲 证 结 
果 、 


$2 合 题 与 命题 连接 词 


在 第 一 章 和 本 章 $1 中 , 曾 多 次 谈 到 ; “a € 5”, “a ¢ 5S”， 
“4€ 5 或 者 a€SY. “a€S1 有 是 a€ S57 ,如 果 a€5,, 则 a €S> 
等 等 。 这 些 句 子 可 能 是 真 的 (或 者 说 是 成 立 的 )， 也 可 能 是 假 
时 《或 者 说 是 不 成 立 的 )。 这 些 句 子 就 是 本 书 中 的 命题 。 为 
了 论证 严谨 和 避免 不 必要 的 重复 ， 有 必要 较为 系统 地 介绍 一 
些 命 题 和 命题 连接 词 的 知识 . 

什么 是 命题 ? 一 陈述 句 所 表达 的 含义 就 是 一 命题 。 众 所 
周知 ,每 一 陈述 名 都 表达 一 个 含义 ( 即 一 完整 的 意思 ), 其 含义 
符合 事实 的 就 是 一 真 命题 , 否则 就 是 一 假 命题 。 不 含有 连接 
间 的 命题 为 基本 命题 或 初级 命题 。 在 本 书 中 , 初级 命题 是 指 


。 1] 。 


下 述 两 种 类 型 的 命题 : 

(1) a € S$,, 

(2) S 一 5,, 
其 中 , $: 与 9 为 任意 给 定 的 集合 ,4 为 任意 给 定 的 对 象 ,我 们 
已 经 指出 ,对 象 也 可 以 是 集合 , 亦 即 4 也 可 以 是 一 集合 ， 并且 
从 理论 角度 讲 ,我 们 可 以 只 讨论 集合 ,不必 讨 论 集 全 以 外 的 对 
象 ， 不 去 讨论 象 张 三 ”、 李 四 ”那样 的 对 象 . 因此 ,我 们 可 以 
把 上 述 (1) 换 成 : 

(3 ) 1 € S$,, 

这 样 ,本 书 中 的 初级 命题 都 是 指 (2) 和 (3) 这 样 两 种 形式 ，。 

一 命题 如 朱 它 不 是 初级 的 ,我 们 就 称 它 为 一 复合 命题 ， 

上 述 出 现 的 或 者 “我们 将 用 符号 ”V” 人 代表， 并 称 为 析 
取 词 ”; 且 ” 将 用 符号 ”人 ”来 代表 ,并 称 为 合 取 词 ”; 如 果 … 
…, 则 ….…” 将 用 符号 "一 "来 代表 ,并 称 为 蕴涵 词 ”; 非 ” 将 用 
符号 “一 ”来 代表 ,并 称 为 否定 词 ”, 这 样 ，“a SS” 就 是 ”1 
(a €5) 或 省 去 括号 ， 直 接 写 做 “1a€ S”( 亦 称 “ 非 a€ 5”)， 
“a KSiVUS2 就 可 写 做 “la € 5S,U5>. 

在 我 们 的 论证 中 还 出 现 这 样 的 句子 : “ 若 a€ $1, 则 %€ 
SS 并 且 若 a€ 5;, 则 a € S$,.” 对 于 这 个 句子 ,我 们 可 以 写 做 

“atS >a€S>, 

其 中 符号 < 一 “ 称 做 双 葡 涵 词 ” 

有 时 ,我们 统称 上 述 引 进 的 ,VY ， 八 ,一 ,< 一 为 命题 连 
接 词 ， 
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8 3 命题 与 公式 的 形成 规则 


我 们 已 经 指出 了 什么 是 初级 命题 ， 并 且 已 指出 初级 命题 
都 是 命题 , 即 若 Se $: 或 5, 一 5; 是 一 初级 命题 , 其 中 5,, 5; 是 
任意 给 定 的 集合 ， 由 上 节 分 析 的 命题 连接 词 的 特点 , 可 知 若 
4、B 为 两 个 命题 , 则 14,(4 一 B),(4VB),(《4 信 B) 与 
(4* 一 3) 都 是 命题 . 

例如 令 4 为 6E9B3 为 SeE9， 这 时 我 们 有 : 

(LU ”1Se6S， 表 示 SSg&S 2， 并 且 “ geSs2” 称 为 “6 
S， 的 否定 命题 ,或 否定 式 ， 

(2) “SE 5 一 5€ S57 表示 “ 若 $SES,, 则 Se€ S$,2”， 

(3)“5S€E SVSE S57 表示 “SE€5 或 者 SE 5S>， 

(4) “SE€ESASES> 表示 “SE€S, 有 日 Se sy>，, 

(5) “SE€ Si< >S6 5 表示 “SES, 当 上 且 仅 当 $5€ 5>, 亦 即 
“车 SE5i, 则 SE S,, 并 且 若 5€5,, 则 SE 5S”, 

当然 ,上述 命题 4 与 BB 本身 也 可 以 是 很 复杂 的 命题 . 

除了 上 述 列 举 的 几 种 类 型 的 命题 外 ， 是 否 还 有 别 的 类 型 
的 命题 呢 ? 

在 我 们 定义 SiCS; 时 ( 即 定 义 1.7) 曾 指 出 CS 就 意味 
着 : “对 于 任意 的 对 象 a, 若 zk 5, 则 ze 5, 这 就 是 ,“ 对 于 
任意 的 对 象 4 使 得 (a € S, 一 a€ 5,)”. 这 是 一 种 类 型 的 命题 ， 
上 述 几 种 类 型 都 不 能 包括 这 一 类 型 ,外延 公 理 的 前 提 也 是 这 
种 类 型 的 命题 . “对 于 任意 的 对 象 a, 着 a& Si, 则 a€ 5,， 并 
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有 着 se9， 则 ae S”， 这 就 是 ，“ 对 于 任意 的 对 象 a, 使 得 
(a € 5S,<>a € $,)”， 这 种 类 型 的 命题 上 边 还 出 现 几 处 ,希望 读 
者 找 出 它们 来 ,并 做 些 分 析 . 

在 定义 真 包含 SC+3: 时 ( 即 定义 1.8), 我 们 曾 说 ,“ 有 一 
个 对 象 a，, ak 5; 且 sg 5” 这 里 “有 一 个 ”就 是 “存在 一 个 ”. 
这 癸 话 是 : “存在 一 个 对 家 a, 使 得 (ceESA la€E51)。 这 
又 是 一 种 类 型 的 命题 . 

为 了 精确 地 刻 划 这 两 种 类 型 的 命题 ,我们 需要 引进 变 元 
和 量词 的 概念 . 

令 +,y,z# 等 为 变 元 符号 , 用 它们 表示 集合 , 或 者 说 它们 
在 集合 的 范围 内 取 值 。 x+ Ey,x 一 y 或 者 xESiSey 它们 
者 是 公式 ， 是 一 个 比 命题 更 广泛 的 概念 . 

有 两 个 量词 ,一 是 “v”, 称 为 "全称 量词 ", “Vz” 指称“ 所 
有 的 x” 或 “对 于 任意 的 集合 x*”。 另 一 个 是 “3”, 称 为 “存在 
量词 "，“3x” 指 称 “ 存 在 x” 或 “有 x” 或 “存在 一 个 集合 季 
等 

例 1 “3x(x€ 5, 人 “xe 51)” 意 指 “ 存 在 着 一 个 集合 5， 
使 得 SE S, 日 S$S¢5, 成立 ”. z 

例 2 “Vzx(x& 5S, 一 x€ 5,)” 意 指 “ 对 于 任意 的 集合 5， 
使 得 若 5€ 5., 则 SE 5, 成 并 

现在 我 们 给 出 公式 的 形成 规则 如 下 : 

定义 2.1 集合 论 公式 的 形成 规则 是 : 

(1) 1€4ty 和 二 1 部 是 公式 ,其 中 4 可 以 是 一 变 元 ,也 
可 以 是 一 集合 。 同样 也 可 以 是 变 元 ， 也 可 以 是 集合 。 当 
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f1 (或 志 ) 是 一 变 元 * 时 ,这 时 我 们 称 * 是 在 《4( 或 4 二 4) 
中 是 自由 出 现 的 . 

(2) 车 4, 8 是 公式 ,; 则 14, (4 一 B), (AVB), (4A 
B), 《A < 一 了 83) 都 是 公式 ， 并 且 一 变 元 若 在 4 中 是 自由 出 现 
的 , 则 它 在 “14 也 是 自由 出 现 的 ， 若 一 变 元 在 4 中 或 在 3B 中 
是 自由 出 现 的 , 则 在 (4 一 B), (A4VB), (A4M\B) 和 (4 < 
8) 中 都 仍然 是 自由 出 现 的 . 

(3) 若 4(x) 是 一 公式 ,并 且 变 元 * 在 其 中 自由 出 现 , 这 
时 VYxA(x), 3x4(x) 都 是 公式 ， 并 且 变 元 * 在 VxA(x) 和 
3xr4(x*) 中 部 是 约束 出 现 的 ,其它 变 元 在 4(x) 中 是 目 由 (或 
约束 的 ) 出 现 的 ， 那 么 在 Vx4(x) 和 3x4(x) 仍然 是 自由 (或 
约束 的 ) 出 现 的 . 

(4) 公式 都 是 经 过 (1 ) 一 (3) 获 得 的 . 

例 3 对 于 任意 的 集合 $5，* 是 一 变 元 , 这 时 由 定义 

2.1(1)x ES 是 一 公式 ， 并 且 * 在 x&€5 中 是 自由 出 现 的 .由 
定义 2.1(3),3x(x €5) 和 Vx(x&《5) 都 是 公式 , 变 元 在 它们 中 
都 是 约束 出 现 的 ,没有 其 它 变 元 在 它们 中 目 由 出 现 ,也 没有 其 
它 变 元 在 它们 中 约束 出 现 . 在 这 两 个 公式 中 ,集合 5 有 了 时 也 
称 做 常量 。 它 是 已 知 的 ,虽然 它 是 可 以 任意 给 定 的 集合 ， 

例 4 由 定义 2.1(1)，x Ey 是 一 公式 ,x 《5 也 是 一 公 
式 ,其 中 x,y 是 变 元 ,5 为 任意 给 定 的 集合 。 由 定义 2.1@2)， 
x Ey 八 x €8 是 公式 ,x,y》 是 在 其 中 目 由 出 现 的 变 元 ， 且 式 中 
不 含 其 它 变 元 。 由 定义 2.1(3), 3x (x Ey 人 x €5) 也 是 一 公 
式 ,* 在 其 中 是 约束 出 现 的 ,y 在 其 中 是 自由 出 现 的 ,上 且 式 中 
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不 含 其 他 变 元 。 再 次 使 用 定义 2.1(3)， 可 佑 
Vy3x(x EyMAx€5) 
征 一 公式 ， 在 这 一 公式 中 *， 3 都 是 约束 出 现 的 ， 而 且 不 含 其 

定义 2.2 任 一 公式 4, 如 果 其 中 没 变 元 自由 出 现 , 我 们 
就 称 4 为 一 命题 ,也 称 4 为 一 语句 . 

例 5 Se 5, 是 一 命题 , 5, 一 S$,，5;€ 5, 都 是 命题 ， 其 中 
$1， 5; 为 任意 给 定 的 集合 . 

例 6 当 x，, ?为 变 元 时 , zey 不 是 一 命题 , 因为 x, y 在 
其 中 自由 出 现 ; Vy(x € y) 也 不 是 一 命题 ， 因 为 * 仍 在 其 中 用 
由 出 现 , 然而 3xVy(x € y) 就 是 一 命题 了 ， 因 为 它 是 一 公式 ， 
并 且 没 有 任意 变 元 在 其 中 自由 出 现 ， 

由 定义 2.2 可 知 , 任 一 命题 , 如 果 其 中 出 现 变 元 的 话 , 就 
一 定 是 约束 出 现 的. 

例 7 由 定义 2.1, 可 知 3yYx(x €y) 是 一 公式 ,并且 x € 
$ 也 是 一 公式 ,因此 ,我 们 可 知 3yYx(x € y) Vx€5 是 一 公式 ， 
并 且 变 元 * 在 3yVx(x €y) 是 约束 出 现 的 。 而 在 x €5 是 自 
由 出 现 的 。 量词 Vx 的 作用 域 ( 亦 称 辖 域 ) 为 (rEy), 而 x* 《5 
不 在 它 的 辖 域 之 中 ,因此 , 变 元 * 在 3yVx(x €y)Vx&5S 是 目 
由 出 现 的 (虽然 它 在 其 中 一 部 分 , 即 在 3yYx《x € y) 中 是 约束 
出 现 的 )， 办 此 整个 公式 3yVx(x Ey)Vx&€5 还 不 是 一 个 命 
是， 
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$ 4 命题 的 真 值 与 命题 连接 词 的 真 值 表 


在 本 书 中 , 任 一 命题 总 是 或 者 成 立 , 或 者 不 成 立 , 两 种 情 
况 必 居 其 一 , 且 仅 居 其 一 ， 一 命题 成 立时 我 们 可 以 说 它 取 真 
值 ,否则 就 说 它 取 假 值 ,也 就 是 说 一 命题 总 是 取 真 值 或 者 取 候 
值 , 既 不 能 同时 又 真 又 假 , 也 不 能 既 不 真 , 又 不 假 。 对 于 一 复 
杂 命 题 的 真 假 值 (以 后 简称 真 值 ) 按 下 面 给 出 的 格式 规定 : 

(1) 对 于 初等 命题 5,€ $5;， 其 中 5; 与 5; 为 给 定 的 集合 . 
这 时 ,由 集合 5 与 5;, 可 知 此 命题 取 真 值 或 取 假 值 了 ， 例 如 ， 
当 $, 为 邓 , 5; 为 {BB}, 这 BE {2B} 当然 取 真 值 了 。 类 似 地 
1 € 2, 1 € {1}, 1 € 3, 2€ 4 等 等 都 是 取 真 值 的 命题 。 然而 当 
5 为 {2}, 5; 为 ZB 时 ,显然 {多}e 2 不 成 立 , 即 取 假 值 了 . 

(2) 已 知 命题 4 的 真 值 , 考察 “14 的 真 值 , 显然 “14 的 
真 值 与 4 的 真 值 正好 相反 , 即 若 4 取 真 值 , 则 14 取 假 值 , 反 
之 , 若 4 取 假 值 , 则 4 取 真 值 . 

为 了 简便 ,今后 我 们 用 0 表示 假 值 , 用 1 表示 真 值 ,这 样 ， 
我 们 就 有 4 与 14 的 真 假 值 的 关系 表 ,并 称 之 为 否定 词 门 的 

表 1 得 定 词 的 真 值 表 “ 囊 2 析 取 词 的 真 值 表 


4 | A BB AYVB 


3 

mt 
i 
i 
pl Mb 


es 27 e 


真 值 表 ( 见 表 1). 
(3) 已 知 命题 4 与 8 的 真 值 ,考察 命题 “4V B” 的 真 值 . 
这 时 ,我 们 知道 ， 当 4,B 之 中 至 少 有 一 个 取 真 值 时 ,就 有 
“4V 8B” 取 真 值 ， 所 以 ,可 用 真 值 表 ( 见 表 2) 说 明 . 
(4) 已 知 命题 4 与 B 的 真 值 ,考察 命题 “4 人 B” 的 真 值 . 
这 时 ,我 们 知道 , 当 4 和 B 都 取 真 值 时 ,“4 入 B” 才 取 真 值 , 否 
则 都 取 假 值 ， 所 以 ,我 们 有 合 取 词 的 真 值 表 ( 见 表 3). 


表 3 合 取 词 的 真 值 表 。 表 4 蕴涵 词 的 真 值 表 


一 
A 


(5) 已 知 命题 4 与 B 的 真 值 , 我 们 来 考察 强 涵 式 “4 一 
B” 的 真 值 ， 它 的 真 假 值 的 情况 用 比 涵 闻 的 真 值 表 ( 见 表 4) 概 
括 为 : 当前 件 4 取 假 值 时 ,不管 后 件 B 取 真 值 或 假 值 ,整个 强 
涵 式 取 真 值 。 当 前 件 4 取 真 值 ,后 件 B 取 假 值 时 ,整个 冀 疾 式 - 
取 假 值 ,前 后 件 部 取 真 值 时 ,整个 冀 疙 式 取 真 值 . 

注 1 对 于 初学 的 人 来 说 ， 表 4 前 两 种 情况 可 能 有 点 费 
解 ,这 里 给 些 通俗 的 说 明 . 在 日 常 语言 中 , 某 人 说 :“ 如 果 今 
天 上 午 下 雨 , 则 我 请 客 ”， 如 采 , 今天 上 午 下 雨 取 0 值 , 亦 即 
今天 上 午 没有 下 雨 , 他 也 没有 请 客 , 即 我 请 客 取 假 值 ， 在 这 
种 情况 下 ,按照 通 贡 的 习惯 ,人们 并 不 会 指 黄 此 人 不 对 ,说 他 
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讲 的 如 条 今 天 上 午 下 雨 , 则 我 请 客 是 假 话 ， 另 一 方面 ,就 是 
昌 然 今天 上 午 没 有 下 雨 , 亦 即 今天 上 午 下 十 仍然 取 假 值 ,但 
此 人 也 请 了 客 , 即 我 请 客 取 工 值 , 这 时 , 人们 也 设 有 理由 指 
责 他 是 不 对 的 . 因为 他 并 没有 说 ,今天 上 午 不 下 十 ,他 就 不 请 
客 ， 因此 ,此 时 (4 一 B) 仍然 取 1 值 . 只 有 在 今天 上 午 下 
雨 了 :, 即 前 件 4 取 1 值 ， 而 此 人 又 不 请 客 ， 尔 我 请 客 取 0 
值 , 人 们 才 指 责 他 说 话 不 算 话 , 亦 即 如 果 今 天 上 午 下 雨 , 则 我 
请 客 ”到 0 值 . 当然 ;今天 上 午 下 雨 了 :他 也 请 客 了 :无 疑 他 的 
话 是 真 的 了, 即 取 工 值 了， 

还 应 当 说 明 的 ， 上 述 这 种 对 盔 涵 词 的 解释 称 之 为 实质 强 
涵 . 数 学 中 第 用 的 "如果 … , 则 …* 有 时 也 说 "者 …, 则 … ,它们 
的 含义 都 是 与 实质 蕴涵 的 含义 一 致 的 .所 以 ,蕴涵 词 的 真 值 表 
对 数学 家 来 说 是 十 分 自然 的 . 

(6) 已 知 命题 4 与 B 的 真 值 ，“4<->B” 的 真 值 是 按 表 5 
给 出 的 : 


表 5 双 蕴 涵 词 的 真 值 表 


4 B A <-> B 
0 0 1 
0 1 0 
] 0 0 
1 1 1 


双 蕴 洒 词 在 数学 的 定理 和 证 明 中 是 党 前 用 到 有 的， 是 大 家 
部 雏 悉 的 , 束 不 多 作 解 入 了 ， 
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(7) 对 于 形式 为 Vx4(x) 的 命题 ,如果 对 于 任意 集合 5， 
我 们 已 经 知道 了 4(5) 的 真 假 值 ,并 且 对 于 每 一 集合 $, 4(5) 
部 取 1 值 ,这 时 Vx4(x) 亦 取 1 值 ,否则 Vx4(x) 取 假 值 . 

应 当 注 意 , 上 述 4(5) 是 把 4(x) 中 * 的 每 一 个 自由 出 现 
部 和 谷 换 为 集合 S 所 获得 的 结果 . 

(8) 对 于 形式 为 3x4(x) 的 命题 ,如 果 对 于 任意 集合 5， 
我 们 已 经 知道 了 A4(5) 的 真 假 值 ， 并 且 总 有 一 集合 S$， 使 得 
4(5) 取 1 值 ,这 时 3x4(x) 求 取 1 值 , 否则 3x4(x) 取 0 值 ， 

其 次 ,依据 上 述 八 条 分 析 , 任 给 一 命题 4, 大 4 中 有 x 十 1 
个 量词 出 现 , 则 由 上 述 (7) 与 (8) 两 条 ,我 们 能 够 还 原 为 只 讨论 
出 现 = 个 量词 的 情形 ,反复 进行 , 即 可 还 原 为 不 出 现 量词 的 命 
题 。 对 于 不 出 现 量 词 的 命题 来 讲 , 由 命题 连接 词 的 真 值 表 ,可 
以 还 原 为 只 讨论 初级 命题 的 真 假 值 的 情形 ， 上 述 几 条 , 有 时 
可 交错 使 用 ,以 逐步 还 原 为 仅 考 察 初 级 作 通 的 真 假 值 就 够 了 ， 
其 真 假 什 是 在 基体 情况 下 由 其 体 集 合 次 定 的 . 

注 2 我 们 已 经 指出 , SC5, 意 指 ,，“ 对 于 任意 的 集合 5， 
若 SES, 则 SE Si 。 这 就 是 Yx(x€51 一 +€5,)。 所 以 
$1 忆 5 是 一 合 有 量词 的 命题 。 因此 ， 在 孝宗 5,C5, 的 真 假 值 
时 ,要 使 用 上 述 条 件 (7) 与 (5)， 

注 3 虽然 5, 一 9 是 一 初级 命题 ,但 是 , 在 考 绎 它 是 否 
真 命题 时 ， 总 征 这 样 进行 的 : “对 于 任意 的 集合 $5， 是 否 有 : 
大 SE€5, 则 SE S,, 并 且 右 SE€5，,， 则 SE€ Sw。 这 束 是 考 绎 命 
题 ，“Vx(x € Si*+>x& 5;)” 是 否 取 1 值 了 .这 又 需要 还 原 到 
(6) 与 (7) 两 条 . 在 这 个 意义 下 ,初级 命题 就 只 有 形式 为 86 5， 
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的 命题 了 ,其 它 的 命题 或 者 是 复合 命题 ,或 者 必须 还 原 到 复合 
命题 的 情况 下 才能 给 出 它 的 真 值 . 


$5 永 真 全 题 


使 用 上 和 给 出 的 命题 连接 词 的 真 值 表 ,我 们 可 以 验证 不 
管 已 知 命题 4 与 8 取 什 么 值 ,有些 命 题 是 永远 取 真 值 的 ， 例 
如 4V 14, 4 一 4,(4VB) <*> (BV4) 等 命题 就 是 这 样 
的 ， 


] 
] 
1 
1 


| 从 表 6 上 可 以 看 出 它们 是 永远 取 1 值 的 ， 上 述 命 题 取 真 
值 仅 与 其 中 出 现 的 连接 词 和 它们 的 位 置 有 关 ， 而 与 4 与 8 的 
真 值 无 天 ， 这 类 命题 就 是 本 证 所 说 的 永 真 命题 。 也 就 是 说 永 
真 命题 是 由 它们 的 形式 决定 的 。 具体 的 集合 论 初级 命题 , 如 
象 名 《1{B}, 虽然 也 取 工 值 ， 但 不 属于 本 节 中 所 说 的 永 真 命 
题 . 

永 真 命题 在 论证 中 经 党 出 现 ,因而 是 很 重要 的 ， 比 如 ;在 
定理 2.1(1) 的 证 朋 中 ,我们 曾 指 出 : 若 有 :“a 《5 或 者 4 E€ 
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S$ 成 立 , 则 有 : “ae $ 或 者 ae 8 成立， 这 是 为 什么 呢 ? 就 
是 因为 由 连接 词 V 与 < 一 > 的 人 性质 ，(4VB) 一 >(BV4) 是 一 
个 永 责 命 题 ， 又 比如 ,在 定理 2.2(3) 的 证 妥 中 ，, 我 们 曾 指 出 : 
命题 “a ¢ 5, 且 a # Si” 就 意味 着 不 能 有 “ae S, 或 者 ee 5y” 
成 立 ， 这 里 的 推理 也 使 用 了 永 真 命 题 ， 下 面 较 系统 地 讨论 一 
些 常用 的 永 真 命题 .在 本 书 中 我 们 仅 使 用 真 值 表 方 法 来 证 明 
这 些 永 真 命题 ， 这 些 永 真 命题 就 是 通常 说 的 逻辑 定律 . 

上 边 我 们 已 用 真 值 表 方 法 证 明 三 个 永 真 命题 。 为 以 后 引 
用 方便 现 编号 列举 如 下 . 

L1 对 于 任意 的 命题 4, 都 有 (4V 14) 是 永 真 的 . 

L2 ”对 于 任意 的 命题 4, 都 有 (4 -> 4) 是 永 真 的 ， 

13 ”对 于 任意 的 命题 4 和 B, 都 有 

(AVB)<->(BYV /4) 

是 永 真 的 . 

1.1 称 为 排 中 律 ， 以 后 ， 读 者 将 看 到 排 中 律 是 很 有 用 的， 
1.2 称 为 重复 律 ,在 定理 1.2(1) 的 证 明 中 ， 我 们 说 ，“ 若 a € 5 
则 a € Sw” 就 是 这 一 定律 ，1.3 称 为 对 于 析 取 词 的 交换 律 ， 今 
后 , 为 避免 重复 , 在 不 加 特别 说 明 时 我 们 总 是 用 英文 大 写 4， 
B,C 加 或 不 加 下 标 表 未 任意 的 命题 . 

L4 《4 一 (3 一 4)) 为 永 真 命题 。 

现在 表 7 给 出 了 2.4 的 证 明 . 

15 (4 人 (4 一 8B)) 一 B 是 永 真 命题 ， 

证 明 参 见 表 8， 

1.5 在 还 辑 史 上 是 一 条 著名 的 定律 , 其 应 用 也 是 极为 广泛 
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表 7 “!.4 的 真 值 表 证 明 


4 B (B— A) (A=> (B—> A)) 


0 0 1 
0 1 Q 
l 0 1 
1 1 ] 


家 8 1.5 的 真 值 表 证 明 


1 
1 
1 
1 


4 B (A — By 4 和 人 (4-> 了) 1.5 


的 ， 它 的 下 述 形 式 有 时 也 称 为 逃 辑 分 离 规则 。 在 定理 1.2(2) 
的 证 明 中 , 我 们 曾 说 过 : “5, 与 5; 满足 外 延 公 理 的 前 提 ( 这 就 
是 命题 4 成 立 )， 所 以 由 外 延 公 理 (就 是 设 4 一 B 成 立 ), 我 
们 有 5, 一 S;〈 亦 即 命题 B).” 也 就 是 分 离 规则 的 一 个 典型 的 
应 用 ， 

d 一 也 


A 
Bb 


其 中 4 一 B 称 为 大 前 提 ,4 称 为 小 章 提 ,8B 称 为 结论 . 它 
是 说 , 若 (4 一 B) 真 且 4 真 , 则 B 一定 真 . 表 8 的 末 一 行 正 是 
说 明了 这 一 点 ， 当 大 前 提 (4 一 B) 真 时 ,仍然 可 能 有 两 种 情 
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况 , 一 种 是 B 真 (这 时 当然 我 们 的 结论 成 立 )， 一 种 是 由 于 4 
假 ( 这 时 不 管 B 取 什么 值 , (4 一 B) 都 真 ) ,然而 当 4 真 时 ,只 
有 B 真 时 , (A 一 了) 才能 取 真 值 ， 这 碌 是 说 , 两 个 前 提取 真 
值 就 确保 了 结论 的 正确 性 . 

[6 ((4 一 B) 一 (4 一 (B 一 C)) 一 (4 一 C))) 是 
永 真 命题 . 

有 时 也 称 1.6 为 蕴涵 词 的 传递 律 ， 它 刻 划 了 强 闻 词 的 一 
条 重要 的 特性 ,下 边 我 们 使 用 真 值 表 方法 证 明 我 们 的 结论 。 


束 9 1.6 的 真 值 表 证 明 


hv 
ty 


A>B|B>C|IA>(B>C0)|A>C| (*) 1.6 
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其 中 (*) 表 示 ((4 >《B 人 C)) 《人 4 一 5C))。 


由 1.1 一 6 的 真 值 表 证 明 ,我 们 可 以 看 出 ,在 我 们 证 明永 真 
命题 的 过 程 中 总 是 这 样 的 ， 首 先是 把 其 中 出 现 的 用 字母 直接 
表示 的 命题 (如 7.6 中 的 命题 4、B、C) 取 0,1 值 的 各 种 可 能 
列 为 表 的 前 列 ,其 次 由 命题 的 结构 ,依据 命题 的 形成 规则 逐步 
把 它 分 解 成 一 系列 较为 简单 的 命题 ,把 它们 列 在 表 头 上 ,比如 
表 9 中 的 (4 一 8B), (8B 一 C), 4 一 C) (4 一 (有一 
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C)) 一 (4 一 C)) 等 .然后 使 用 命题 连接 词 的 真 值 表 逐 步 求 
出 所 列举 的 各 命题 的 真 值 表 。 最 后 , 依据 这 些 命题 的 真 值 按 
照 命题 连接 词 的 真 值 表 求 出 欲 证 命题 的 真 值 ， 如 果 它 总 取 1 
值 , 则 它 为 一 永 真 命题 。 有 许多 命题 并 不 是 永 真 的 ,当然 不 能 
用 作 偿 辑 定律 . 

下 边 列举 的 逻辑 定律 1.7 一 13 我 们 希望 读者 给 出 它们 的 
真 值 表 证 明 . 

LT (CAIVA2)—> A3) > ((A1—> A;)MA(A; 一 43)) 为 
永 真 命题， | 

1.8 (4 一 (B 一 (4 入 B))) 是 永 真 命题 。 

19 (1) ((4AB)-> 4), 

(2) ((AM\B)—> 8), 

都 是 永 真 命题 . 

L110 (1)(A4—(4V8),), 

(1) (B —> (4V 8)), 

都 是 永 真 命题 . 

Ll ((4—>C)—>((B 一 C) 一 ((4VB) 一 0))) 是 
永 真 命题. 

L112 ((4 一 B) 一 ((4 > 了 18) 一 4)) 十 永 真 命题 . 

13 (1 14 一 4) 是 永 真 命题 。 


习 题 
1. 使 用 真 值 表 方 法 证 明 1.8， 
2. 使 用 真 值 表 方法 证 明 1.9. 
3. 使 用 真 值 表 方法 证 明 7.10， 
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4. 使 用 真 值 表 方 法 证 明 1.11. 

5. 使 用 真 值 表 方 法 证 明 /12， 

6. 使 用 真 值 表 方法 证 明 /13. 

7 .证 明 ((4 和 8B)<->(BA 人 4)) 为 永 真 命题 ,并 分 析 它 在 定理 2.1(2) 
的 证 明 中 的 应 用 。 


$6 反 证 法 与 归 恋 律 


反 证 法 和 归 廖 律 是 数学 证 明 中 的 重要 方法 . 它们 对 许多 
重要 的 数学 定理 来 说 ,是 不 可 缺少 的 . 现在 我 们 就 定理 1.1 和 
定理 2.2(1) 的 证 明 来 说 明 反 证 法 与 妇 诬 律 的 概念 、 应 用 以 及 
它 与 1.12、1.13 的 关系 。 

首先 考察 定 理 1.1 的 证 明 ,在 那里 集合 s 是 已 知 的 ， 目的 
是 证 明 ; 名 CS。 假定 多 人 5 成 立 , 这 就 是 存在 某 一 集合 9 使 
得 Se 名 且 S51 5”, 这 与 名 的 定义 矛盾 (因为 由 名 的 定义 ,我 
们 有 ,对 于 任 一 集合 51, 都 有 51.8 名)， 如 采 令 B 为: 


存在 基 一 集合 5 使 得 5S, € 好 ”， (2.1) 
那么 ”]8B 就 意味 着 
“对 于 任 一 集合 $5, 前 有 5S,¢ 2 (2.2) 


若 令 4 为 “BC5”, 则 门 4 为 “1( 人 CS)>。 上 述 过 程 是 
说 , 若 站 4 真 , 则 B 真 ,并 且 若 4 真 , 则 1B 真 , 由 -> 的 真 
值 表 的 定义 ,可 得 (4 一 83) 取 1 值 , (下 4 一 门 B) 也 取 1 
值 ， 另 外 我 们 把 这 里 的 “14 蔡 换 1.12 中 出 现 的 4, 即 得 到 ， 
( 门 4 一 B) 一 (( 门 4 一 站?) 一 门 站 4 
为 永 真 命题 〈 读 者 可 用 真 值 表 法 直接 验证 这 一 命题 是 永 真 


和 电 


的 )， 这 样 , 我 们 两 次 使 用 分 离 规 则 , 就 得 到 了 “1 714 真 , 亦 
即 (BCS) 真 .然后 由 1.13, 114 一 4 作为 大 前 提 , 并 
使 用 分 离 规 则 , 即 得 到 4, 亦 风 C5 真 ， 

不 难看 出 ， 上 述 证 明 过 程 是 : 假定 “14 成 立 , 由 14 推 ， 
得 B 且 了 8B, 由 此 ,使 用 1.12 与 1.13 推 得 4, 而 4 正 是 我 们 
ee 这 就 是 反 证 法 .总 之 ， 反 证 法 就 是 这 样 一 种 方 
去 : “假定 了 4， 由 “4 推 得 B 且 18, 说 明 假定 4 是 不 
i 从 而 有 4 成 工 . 

其 次 ， 我 们 来 分 析 定 理 2.2(1) 的 证 明 , 在 那里 ， 集 合 $: 
是 已 知 的 ,对 于 任意 的 对 象 4 来 说 ,假定 a&€ SS (这 可 以 作 
为 命题 4), 由 4 及 定义 1.12 ( 它 的 正确 性 是 由 相对 补 公理 确 
保 的 ) 我 们 就 推 得 a€ 5, 目 a 和 5; 同时 成 立 , 将 a€ 5; 作为 命 
题 B, 这 样 我 们 就 有 B 与 ”18 同时 成 立 ， 故 a 和 5 一 $i 成 了 并 ， 
14 成立 ， 

上 述 过 程 中 ， 首 先 证 明 4 一 8 与 4 一 18 均 取 1 值 . 
取 后 是 依据 1/.12， 两 次 使 用 分 离 规则 ， 就 得 到 了 ”14 (注意 ， 
这 里 没有 使 用 /1.13)。 这 种 证 明 方 法 就 是 归 廖 律 . 换 句 话说 ， 
上 请 律 就 是 : 

假定 4 成 立 , 由 4 推 得 B 与 ”18B, 说 明 假定 4 是 不 对 的 ， 
从 而 有 14 成 并 . 

及 证 法 与 归 让 律 的 不 同 之 处 在 于 前 者 除了 使 用 1.12 还 
需 依据 1.13 才能 获得 ,而 后 者 仅 须 使 用 /1.12 即 可 获得 . 

注 4 定理 1.1 也 可 以 不 用 反 证 法 证 明 ,而 用 下 述 逐 辑 定 
人 律 即 可 获得 。 
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LI4 (4 ->( 14 -> B)) 是 永 真 命题 . 

1.14 读者 自己 用 真 值 方法 给 出 证 有 明 ， 从 逻辑 的 推理 角度 
来 看 , 它 比 1.12 与 1.13 要 弱 一 些 , 而 且 是 构造 论 学 者 (他 们 不 
愿 承认 “排出 律 " 作 为 思维 的 基本 规律 ， 不 赞成 一 般 地 队 认 凡 
证 法 ) 能 够 接受 的 定律 . 本 书 不 打算 详细 讨论 它们 的 区 别 . 我 
们 仅 指 出 使 用 1.14 可 以 获得 定理 1.1 的 一 个 证 明 . 

对 于 任意 的 集合 5,, 假定 有 5,& 2 ,然而 另 一 方面 , 由 空 
集合 如 的 定义 ,又 有 5,¢ 如 ， 我 们 令 命 题 4 为 5.€ 名 ，14 即 
为 SSK 好 ,并 取 命 题 召 为 5S,.€ 5S， 这 时 71.14 即 为 : 

SEDG—>(S.¢ 8 — 5€5). 

两 次 使 用 分 离 规则 , 即 推 得 Se $, 上 述 过 程 表明 ， 对 于 
任意 的 集合 51, 若 5,.€ 名, 则 5S,€ 5”"。 据 定义 1.8, 妈 得 儿 忆 5， 
这 就 是 定理 1.1 的 另 一 个 证 朋 ( 不 使 用 反 证 法 的 证 明 ). 

”虽然 定理 1.1 既 可 以 用 反 证 法 来 证 明 ， 也 可 以 用 1.14 来 
证 明 . 但 是 并 非 一 切 定理 都 是 这 样 , 有 些 定理 不 使 用 反 证 法 
古 不 能 给 出 它 的 证 明 的 ， 

注 5 令 (2.1) 式 为 B, 它 的 否定 式 ;, 即 13 为 不 存在 集 
合 S1, 使 得 5,€ 他”， 这 就 意味 着 (2.2) 式 成 立 , 即 “ 对 于 任 一 
集合 5, 都 有 3:& 如”"， 这 种 论证 方式 关系 到 谓词 次 算 基 本 
推理 规则 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 以 分 析 一 些 这 种 类 型 的 问 
题 , 并 可 参阅 文献 [11\[21、[5]. 


寺 题 
1 .使 用 真 值 表 方 法 证 明 /14。 


3 


$7 蓝 涵 推演 法 与 双 理 涵 推 演 法 


本 书 采 用 数学 研究 中 的 通常 方法 , 把 公理 、 逻辑 定律 ( 永 
真 命题 ) 和 已 证 明 的 定理 作为 工具 , 也 就 是 说 , 我 们 证 明 新 定 
理 时 ,总 可 以 使 用 已 有 的 公理 、 定 理 \, 给 定 前 提 和 逻辑 定律 ,由 
此 逐步 建立 新 的 概念 和 定理 ,在 证 明 新 定理 时 ,有 些 方 法 更 为 
简洁 .显明 ,更 便于 读者 掌握 ， 本 节 要 讲 的 列 衣 推 交 法 与 双 绚 
涵 推 注 法 就 是 这 类 证 明 方 法 。 为 了 考察 这 二 个 方法 , 让 我 们 
”继续 分 析 有 关 定 理 的 证 明 过 程 . 

现在 ,我 们 再 次 改写 定理 1.1 的 证 明 过 程 , 对 于 任意 的 集 
全 51, 我 们 有 : 

(1) (5S,.€ 2)—>(5€ 2G)N(SE 2), 

(2) > ((S,€ GASE GNCS EG)—> ((S.¢ 8G) 

— (S$ € $))), 
(3) > (S,¢ 8)ACCSiE GN(S EG) > (5.¢8) 
—> (5S,€ 5)))), 

(4) > (5S,¢ GB)A(CS KE GS) — (5S.€ 5)), 

(5) ~— (5 € 5). 

由 蕴涵 的 传递 律 ,有 Se 好 一 5$.€5. 上 述 过 程 对 一 切 $， 
都 成 立 , 所 以 有 名 CS 成 立 . 

上 述 步 又 中 ,(1) 是 依据 第 一 章 空 集合 公理 的 推论 和 71.8; 
(2) 是 依据 1.14 与 1.8; (3) 依据 习题 7; (4) 与 (5) 都 是 依据 
1.5， 这 些 根据 也 可 以 类 似 于 初等 几何 的 方法 直接 号 在 过 程 每 
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一 步骤 的 后 边 ,并 用 括号 把 这 理由 括 起 来 ,以 显示 它 的 严谨 与 
请 晰 . 
现在 ,我们 使 用 上 述 蕴涵 推演 法 证 有 明 下 述 有 关 集 合 的 定 
理 . 
定理 2.3 对 于 任意 的 集合 9%，$ 与 %， 有 : 
(1) 3S 门 S CSi， 
(2) SCSIASICS 一 SCS 站 9， 
(3) 〈S 一 3S) 一 3 = 9 一 (SUS)。 
证 明 先 证 (1), 对 于 任意 的 集合 5, 我 们 有 : 
SES/NS,— SE SASES (由 定义 1.9) 
—> SE€S,, (由 2.9 (1)) 
由 冀 闻 词 的 传递 律 ,我 们 有 
SES NS,—> SE€S,, 
并 且 由 于 5 的 任意 性 和 定义 1.7， 我 们 就 获得 了 欲 证 结果 , 即 
$,N SECS, 
再 证 (2), 此 时 , 前 提 为 SCSASCS， 欲 证 5;C5 门 5,， 
凤 对 于 任意 的 集合 ,已 类 有 : 


(SE Ss,—>SES(AM)S ES,—> SesS,), (2.3) 
钦 证 ，SES 一 SCESI 门 S;， 
由 上 述 分 析 ,有 : 
SES,—>((SES)A(SES)) (由 (2.3) 及 17.5) 
— SE€ S/S5,. (由 定义 1.9) 
SCS {|S, 


故 : SCSIASCS > SCS /5,, 
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在 上 这 证 明 中 ， 定 理 2.3(1) 是 直接 使 用 绝 胡 推 痪 法 的. 


而 定理 2.3(2) 的 证 明 机 做 一 点 分 析 ， 然 后 使 用 此 法 即 可 获 


得 . 


实际 上 读者 不 难看 出 我 们 两 次 使 用 了 剖 涵 推演 法 , 第 二 


次 是 谋 套 在 第 一 次 之 中 .这 种 方法 也 可 称 之 为 嵌 套 冰 涵 推演 


法 . 


为 分 析 双 强 涵 推 洽 法 , 我 们 给 出 定理 2.2(2) 与 (3) 的 为 


一 证 明 ， 先 证 (2) ,对 于 任意 的 集合 S$, 有 : 


(1) SE€ Si(SS)e>SE SASKE(S.S,), z 
(由 定义 1.11) 

(2) <—SESA ISES,.S,), 

(3) >S ESA IS ESASES,), (定义 1.11) 

(4) «>SE€ SA(S¢ SVS ES,), 

(5) <—(SESAS¢ES)V(S ESAS és,), 

(6) —>SE SASES,, 

(7) <—>5 € 5,. 

上 述 过 程 ,(3) 与 (4) 双 蕴涵 用 到 了 下 述 两 条 逻辑 定律 : 

Ll5 “](4 人 入 8B)<->(™14V 718) 为 永 真 命题 . 

116 “14<->4 为 永 真 命题 。 

(4) 与 (5) 双 蕴涵 用 到 了 下 述 人 逻辑 定律 : 

Ll7 (AA(BVC))>((4A 信 B)VC(AAC)) 为 永 真 命 


(5 ) 与 (6) 双 药 涵 用 到 了 下 述 逻 辑 定律 ， 
L18 ((A 人 ~ 下 A4)VB)<—B 为 永 真 命题 ， 
《6) 纸 闻 《7) 是 依据 1.9, 而 (7) 列 通 〈6) 是 依据 前 提 有 
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S23C SI, 
由 (1) 至 (7), 使 用 下 述 
Ll9 ((A4>B)M\(B—=>C)) 一 (人 4 一 C)。 
就 有 
SES(SiS) «> SES,, | (2.4) 
由 于 5 为 任意 集合 , (2.4) 式 均 成 立 , 故 左 足 外 延 公 理 的 
有 前提, 依据 外 延 公理 ,我 们 就 有 : 


Si 一 (391) 一 
这 就 完成 了 (2) 的 证 明 。 当 读者 逐步 熟悉 还 辑 定律 时 ,上 
述 证 朋 是 很 简洁、 严 间 的 ， 
L120 〈《(4AB)AC) > (4A 人 (BAC)) 是 永 真 的 . 
上 述 1.15 一 20, 读者 不 难 使 用 真 值 表 方法 给 出 它们 的 证 
明 ， 
再 证 (3) ,对 于 任意 的 集合 5, 我 们 有 : 
: Se(S SS ec(S SS) 人 SSgS 
>(SESNSESIASES, 
«> (SES)ANCS ESAS ES,) (由 71.20) 
<—>SESA lSESVSES,) 《由 71.15) 
<>SESA lsSe SU Ss,) 
< SE SS,U 5,). 
由 于 5 为 任意 集合 ,由 外 延 公 理 , 我 们 有 
(S185) S$ = S25,U 5,). 
通过 上 述 例 子 我 们 已 经 给 出 了 蕴涵 推 六 法 与 双 蕴 涵 推 演 
法 的 说 明 ， 和 希望 读者 逐步 掌握 这 些 方 法 ， 在 学 习 中 学 会 使 用 
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这 些 方法 . 

” ” 注 6 对 于 量词 , 我 们 将 在 第 三 章 给 出 说 明 , 这 样 ,外 延 

公理 的 陈述 也 就 更 严格 了 . 这 就 是 ， 对 于 任意 的 二 集合 5, 与 

5,, 外 延 公 理 是 说 / 
Vr(xX ES <—>r€ 8,)— 5S, = 5,, 

上 述 命题 中 ,Vx(x € $<>x € 5,) 为 前 提 , 而 5, 一 5; 为 结 


™ 


伦 ， 
1 题 


1 .证 明 1.15， 
2. 证 明 1.16. 
3. 证 明 71.17。 
4. 证 明 1.18， 
5 .证 明 1.19、 
6. 证 明 1.20， 
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第 三 章 ”集合 的 初等 运算 


在 第 一 章 中 我 们 已 经 引进 了 集合 的 一 些 初 等 运算 ， 及 它 
们 和 的 某 些 性 质 ， 本 章 将 讨论 初等 运算 (并 、 交 、 相 对 补 ) 的 代数 
人 性质， 它们 的 某 些 性 质 和 中 学 课程 中 关于 实数 的 初等 代数 的 
性 质 是 类 似 的 , 某 些 性 质 又 是 不 同 的 ;然后 还 要 从 这 些 性 质 出 
发 5 进 一 新 的 运算 一 一 对 称 差 ,并 讨论 它 的 性 质 。 


$1 集合 代数 


本 刷 主 要 讨论 第 一 章 定义 的 并 , 交 , 相对 补 的 代数 人 性质. 
为 了 方便 ,我 们 用 x,y,z 表示 任意 的 集合 ， 并 且 重 新 号 出 下 
斩 的 基本 公式 : 
xUy={z|z€ErVzety}, 
ry= {zlz€ErAzEy}, 
ry = {zlz ErAz¢y}. 
我 们 给 出 xUy 时 已 用 到 并 人 和 公理， x 门 y 和 x 一 y 两 者 都 
是 集合 * 的 子 集合 . 
例如 ,假设 人 们 研究 某 一 固定 的 集合 。 令 3 是 取 定 的 集 
合 , 又 假定 yC5, 那么 相对 补 5 一 y 由 不 在 > 中 的 那些 s 的 元 
组 成 。 
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并 运算 U , 交 运 算 0 ， 相 对 补 运算 一 连同 包含 关系 己 
的 研究 , 称 为 集合 代数 。 在 某 种 程度 上 集合 代数 服从 实数 代 
数 的 经 验 定律 ,但 含意 不 同 . 

下 述 对 任何 集合 都 成 立 的 恒等式 是 集合 代数 的 一 些 基 本 


交换 律 
xUy 一 7Uxr， (3.1) 
x 门 ?一 7 站 x。 (3.2) 
结合 律 z 
x*UCyUz) = (xUy)Uz, (3.3) 
xUC za) = (ry) fz. (3.4) 
分 配 律 
rN(yUz) = (xfly)U(zx Nz), (3.5) 
x*U(yNz) = (xUy)N(xU sz). (3.6) 
达 . 摩尔 根 (De Morgan) 定律 
zxUy) = (sx) (zy), (3.7) 
zxNy)— zx)UCz-y), (3.8) 
有 关 名 的 恒等式 : 
x*U 好 一 xx 和 xng 一 多 ， (3.9) 
xz 站 (zx) 一 人 (3.10) 


通常 ,人 们 考虑 的 所 有 集合 是 某 个 大 集合 或 ”空间 ”3 的 

子 集合 ， 那 么 ,我们 可 以 把 5 一 x 简单 缩写 成 二 x, 把 5 理解 
成 固定 的 。 因 此 缩写 为 / 

(xUy)= -x 2y, (3.11) 
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(xfly) = ~—xU—y, (3.12) 
更 进一步 得 到 ( 仍 在 xCy 的 假定 下 ) 


x*US==§ 和 xn 一 zx， (3.13) 
Uxr=S5S 和 x 站 -xx 一 好 (3.14 ) 
现在 ,我 们 来 讲 讲 怎 样 证 明 这 些 定 律 的 。 以 分 配 律 (3.5) 


作为 例子 。 | 
验证 此 恒等式 的 一 个 方法 是 作 图 (图 1) 法 , 这 种 方法 的 
优点 是 比较 直观 ， 使 用 这 一 方法 我 们 的 欲 证 结果 都 是 一 目 了 


图 1 分 配 律 (3.5) 的 示意 图 


代表 x 们 (yU sz) 的 区 域 和 代表 《x 门 y)U (x 门 z》 的 区 域 
画 上 线条 之 后 ,人 们 发 现 这 两 个 区 域 是 相同 的 ， 
上 述 依 赖 图 形 的 证 明 ， 实 际 上 是 否 可 靠 呢 9。 让 我 们 不 用 


图 画 法 重新 把 它 证 明 一 遍 。 为 了 证 明 所 要 求 的 等 式 , 由 外 延 
性 ,只 要 考虑 任意 的 集合 +， 并 且 证 明 * 属于 x 站 (yUz) 当 且 
仅 当 上 * 属于 (zny)UCznzs) 就 足够 了 。 我 们 可 以 列举 所 有 
八 种 可 能 : 
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i€Ex FEy FEz， (3.15) 


i€Exr FE gz， (3.16 ) 
frEXY 人 1t€ 2, (3.17) 
i€Ex 1¢Yy 1K¢2, (3.18) 
i¢rx FE FEY， (3.19) 
1x ti€Ey 1¢2, (3.20) 
ix ty itEz, (3.21) 
:gx 1¢y 1Kz. ”3.22) 


(这 些 情况 与 图 1 的 八 种 区 域 相 对 应 ) 那 么 ， 我 们 可 以 核实 八 
种 情况 的 每 一 种 ,都 有 

上 Ex 站 yuUs) 当 且 仅 当 

1 € xy) Uz z). 
例如 ,在 (3.19) 中 ,我 们 求 得 
:gx (yUz) 和 i¢ (xy) U(r). 

(这 种 情况 代表 图 1 的 什么 区 域 ?) 当 作 完 男 外 七 种 情况 的 证 
明 时 ,此 等 式 的 证 明 就 完成 了 . 

我 们 也 可 以 把 上 述 证 明 过 程 转换 为 真 值 表 方法 . 也 就 是 
说 当 :Ex 时 ,我 们 用 1 表示, 类似 地 当 zeEy, zcz 时 ,部 用 1 
”表示 ,而 :gx 时 ,我 们 用 0 表示 , 类 似 地 当 1 $y, 1 z 时 ,部 
”用 0 表示。 并且, 按 并 与 交 的 定义 , 1€ x 八 (yU x) 就 是 : 


frExA 人 (CEYVIEY)， (*,) 
而 :1€ 《x 人 站 y)U(x 门 z) 就 是 : z 
(z€ErAzEyIVGErAtE 2). (*2) 


这 样 ,我 们 的 丰 值 表 束 大 
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表 1 (3.5) 式 的 真 值 表 证 明 


1€Er i€y iE | 1EYyViEz | 1€xNi1EY | zzExzALES | (Cr), Cr,) 


SE 
a 
DD 


1 
0 
] 
0 
0 
0 
0 
0 


Mt 
Le 
Le 
es 


由 表 1 可 知 , (%) 与 (*) 的 真 值 是 相同 的 , 即 它们 所 
表示 的 命题 是 双 看 涵 的 。 由 + 的 任意 性 ， 由 外 延 公理 可 得 
(3.5) 成 立 . 

使 用 膛 辑 定律 1.17 ,我 们 还 可 用 双 蕴 涵 推 广 法 给 出 (3.5》 
的 证 明 

:ExN(yUz) ”iExAr:eE(yUz) 
«>1€ExA(tEyVteEz) 
> (:€ExMtEy)V (ExNz ez) 
<—>1€x/yVti€Ex/z 
<>€ (ry)U (zz), 
”同样 ,使 用 外 延 公理 可 得 (3.5) 成 立 . 

上 述 我 们 已 给 出 了 (3.5) 的 四 种 证 明 : 图 形 法 ( 亦 称 文 氏 
图 法 )、 逐 一 验证 法 、 真 值 表 法 和 双 列 涵 推 帝 法 。 图 形 法 直观 
显明 ,然而 不 够 严谨 ,逐一 验证 法 较为 烦琐 , 真 值 表 法 亦 然 , 双 
芒 涵 推 福 法 显然 不 够 直观 ,然而 它 具 有 严谨 和 简洁 的 优点 ， 
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现在 ,再 以 达 . 摩尔 根 律 为 例 , 证 明 (3.8) 式 成 立 . 
首先 看 图 2, 很 显然 等 式 左 
边 代表 的 图 形 是 在 z 中 划 去 * 与 
y 的 公共 部 分 ,而 等 式 右 边 2 一 x 
与 xs 二 7》 之 并 集 ， 正 好 也 是 在 zx 
中 划 去 x 与 y 之 交集 合 . 
我 们 再 用 上 例 中 的 第 二 种 方 
法 〈 即 逐一 验证 法 ) 把 它 证 一 遍 . z 
为 了 证 明 欲 证 的 等 式 ， 由 外 延 公 图” 这 摩尔 根 律 (3.*) 的 个 噩 四 
理 , 只 须 证 对 任意 的 集合 : 都 有 
z i€z xy) >i€E (zt x Us- y). (3.23) 
让 我 们 重新 列举 上 述 证 明 中 的 八 种 情况 。 首 先 , :Kz 出 现 的 
那 四 种 情况 , 即 (3.16),(3.18)，(3.20) ，(3.22) 不 必 细 究 , 因 
为 这 时 无 疑 公式 (3.23) 两 边 都 不 成 立 , 同样 ,对 于 满足 (3.15》 
的 1， 公式 (3.23) 两 边 也 都 不 成 立 ， 而 其 余 的 三 种 情况 , 公式 
(3.23) 两 边 均 成 立 ， 并 且 (3.17) 对 于 图 2 中 的 部 分 2, (3.19) 
对 应 于 图 2 中 的 部 分 3 , 而 (3.21) 对 应 于 图 2 中 的 部 分 1 的 
情形 . 
这 种 证 明 方 法 可 应 用 到 迄今 所 列举 的 所 有 等 式 。 事实 
上 ,对 于 这 一 类 的 任何 等 式 或 包含 式 来 说 ,它们 都 有 效 ， 如 果 
等 式 包括 上 个 字母 ,那么 将 有 2" 种 情况 。 例如 , 在 分 配 律 中 
有 三 个 字母 、 八 种 情况 。 读者 还 可 使 用 双 蕴 涵 推 注 法 证 明 
(3.8) 式 。 但 是 , 对 于 下 面 所 列举 的 某 些 事 实 来 说 ,要 求 的 机 
械 证 明 方法 较 少 。 


A9 。 


(3.9) 可 以 从 集合 人 与 并 U 、 交 站 的 定义 直接 得 到 , 这 表 
明 空 集合 外 在 集合 代数 中 的 作用 有 点 象 算术 中 数 零 的 作用 . 
没有 我们 就 无 法 形成 关于 并 、 交 和 相对 补 的 集合 代数 ,但 是 
还 应 当 注 意 到 它们 的 不 同 ， 在 代数 中 , 当 a 半 0 和 450 时 ， 
它们 的 积 当 然 不 等 于 0, 然而 , 在 集合 代数 中 则 不 然 , 例如 令 
a = {1} ~ {{@}}, 
— {2} = {{2, {2}}}, 
这 样 , a, 5 都 是 单元 集合 , 它们 的 元 素 分 别 是 1 和 2, 即 {2} 
和 {2 ,{2))} ,这 是 两 个 不 同 的 元 素 , 即 4 与 5 无 公共 元 ,所 以 
a(|lb = 2. . | 
对 于 任意 的 集合 x，,y， 我 们 已 经 指出 ,如 果 *ny 一 2， 
我 们 就 称 x, >》 是 不 交 的 ， 
关于 空 集合 名 和 相对 补 还 有 二 条 应 当 特别 注意 的 是 ， 对 
于 任意 集 *, 我 们 有 : 
X=r, (3.24) 
Gr , (3.25) 
当然 ,由 定义 1.1 和 1.12 这 一 结论 是 很 显然 的 ,(3.24) 类 
似 于 初等 代数 中 的 运算 律 , 而 (3.25) 则 与 初等 代数 中 运算 性 
质 不 同 . 


二 题 


1 .使 用 双 缠 涵 推 钼 法 证 明 (3.8). 
2. 使 用 双 芳 涵 推 注 法 证 明 (3.3)。 
3 . 证明; (3.4). 
4. 证 明 : (3.6)。 


es， 号 日 ”上 


5 .证 有 明 : (3.7). 
6. 证 朋 : (3.9)。 
7 .证明 : (3.10). 

“8. 证明 ; 对 于 任意 的 集合 *, y、 下 述 两 个 关系 是 等 价 的 : 
(1) x y= , 站 
(2) xCy. 

9. 证 明 : 对 于 任意 的 集合 *,y, 下 述 两 个 式 子 是 等 价 的 。 
(1)x—~y=y—*, 
(2) x=y, 
10. 证 明 : 对 于 任意 的 集合 *,y; z, 都 有 
N(x ~y)= (Nx) ~ (efiy). 


$2 集合 代数 的 几 个 定律 


在 上 一 节 中 :我 们 讨论 了 集合 代数 的 一 些 重要 的 定律 ,其 
中 多 数 与 初等 代数 的 定律 相 类 似 ， 本 节 使 用 蕴涵 推 次 法 和 双 
缠 涵 推 疙 法 着 重 讨论 关于 相对 补 和 包含 关系 的 一 些 特 殊 性 
质 。 
(1) 对 于 任意 集合 x,y, 我 们 有 : 
Uy x)=xrUy., (3.26) 
证 明 对 于 任 划 的 集合 z, 我 们 有 : 
EXxU(y— x) > 2ErVzE(y 二 >) 
<—>z€ExV(zEyNz xr) 
«> (zs€ExVzEy)NCs ErVe gx) 
«>gEXV2IEY 
«> 2€ (xrUy), 
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由 外 延 公 理 , 即 得 欲 证 结果 . 

企 上 述 推 蔬 过 程 中 ,我 们 使 用 了 命题 逻辑 的 下 述 定 待 。 
Ll21 AV(BAC)<— (AVB)A(AVC). 

1.22 AA(BYV 18)<— A. 

1.21 叫做 析 取 词 V 对 于 合 取 词 人 的 分 配 律 ， 其 中 4,B， 
C 表示 任意 的 命题 这 在 直观 思维 过 程 中 也 是 很 自然 的 ; 
1.22 中 使 用 了 第 二 章 已 给 出 的 排 中 律 : 


4VD 站 4 (3.27) 
(2) 对 于 任意 的 集合 x+*, y,， 有 : 
xz y=x (xy). (3.28) 


证 明 设 z 为 任 一 集合 ,有 
Er y<>2€ErA2Ey 

<*>(zExN\z¢y)V(zE rNz Ex) 
«> (z€E x)IN(z EyVe x) 
<—> (Ex)N lzEyANz Exr) 
< 一 (zcx)A l(z€x(y) 
> 26EX 一 人 (人 门 》)。 

由 外 延 公理 , 即 得 欲 证 结果 ， 

在 上 述 证 明 的 过 程 中 ， 使 用 了 下 还 三 条 逻辑 规律 


A<—> AV(BA 18), (3.29) 
“Il4YV |18B <—> |(AA 28), (3.30) 
AN(BVC)<—> (AMB)V(AAMC). (3.31) 


在 《3.29) 中 使 用 的 BA 15 为 假 命题 , 这 就 是 古典 逻辑 
中 的 矛盾 律 人 3.30) 是 目 然 的 ;而 《3.31) HM 做 合 取 词 信 对 于 析 
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取 词 V 的 分 配 律 。 显 然 ,(3.29) 是 7.18 的 直接 推论 , 而 (3.30) 
是 1.15, (3.31) 是 1.17。 由 此 可 见 , 上 述 这 样 一 些 基 本 的 思维 
规律 ,在 我 们 日 常生 活 中 , 在 学 习 和 讨论 问题 的 过 程 中 , 总 是 
经 笛 出 现 而 又 需要 注意 思考 的 ,它们 都 是 很 有 意义 的 规律 。 
(3) 对 于 任意 的 集合 +, y, z, 我 们 有 
xz 站 (7 一 2) = (xy) 一 2。 (3.32) 
证 明 对 于 任意 的 集合 +。 我 们 有 
i Ex{(y 2)<—>1€ErArEyAiEg 
< 一 > EXx 门 7 人 :区 xz 
< 一 > 1€ (x/y) 一 >。 
由 外 延 公理 ,我 们 的 结论 是 显然 的 . 
这 里 所 使 用 的 逻辑 定律 都 是 读者 所 熟知 的 ， 我 们 就 不 必 
逐一 注 明 理由 了 . 
(4) 对 于 任意 集合 x+,，y, u, 关于 包含 关系 我 们 有 下 述 单 
调 性 质 ， 并 且 它 们 说 明了 集合 代数 中 的 包含 天 系 和 初等 代数 
中 的 小 于 等 于 关系 之 间 的 类 似 之 处 ， 


xCy—> xUzCylz, (3.33) 
xCy—> xzCy /ge, (3.34) 
(xCy)A(z2 Cu) > (xUz)C(r Un), (3.35) 
(xCy)A(z Cua) > xs)C(y Na), (3.36) 
(xzCy)AN(CzCa) > ru) Cy ~ 2), (3.37) 
(2zCu)—> xu) C(x 2). (3.38) 


实际 上 (3.38) 是 (3.37) 的 一 个 特例 ,确切 地 说 , 后 两 个 式 
子 应 该 叫 反 单调 性 质 ， 
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征明 先 证 (3,33), 设 xCy, 且 为 任 一 集合 ,这 梓 ， 
IExzUz 一 EXVIEY 
一 上 E7VIEY 
”iE€yUz,. | 
所 以 ,C3.33) 成 立 。(3.34) 与 (3.33) 相 类 似 , 只 须 把 U 换 
成 们 ,把 V 换 成 作 即 得 欲 证 结果 。 现 在 ,我 们 来 证 (3.35). 
我 们 首先 假定 xCy 与 2:Cw 均 成 立 ,并 设 上 为 任 一 集合 ， 
则 有 
i ExUz—>iE XViE2—>1€ yyVi€Es—>t€E yViEu 
/ >1€yUu. | 
所 以 (3.35) 成 立 。 类 似 地 有 (3.36) 成 立 。 现在 来 证 
(3.37), 首先 设 x*Cy 且 xCu, 再 设 t 为 任 一 集合 ， 我 们 有 : 
i Ex u>i1€rAi¢tu>tEyAiEu 
—>1i€yNi¢z—>itEy -2 
这 样 ,我 们 就 证 明了 (3.37) ,而 (3.38) 是 它 的 一 特殊 情况 . 
在 上 述 论证 过 程 中 ， 我 们 使 用 了 命题 允 辑 中 的 殖 诅 传递 
律 : 
A—>B, B—Ci—A—C. 
这 一 规则 刻 划 了 我 们 日 区 思维 过 程 的 一 个 环 刷 ， 也 是 很 
目 然 的 一 个 环 习 ,在 上 一 章 我 们 已 经 谈 到 了 这 一 环 贡 ， 


oz 题 


1. 设 *,y 是 任意 的 集合 ,证 明 下 述 结 论 恒 成 立 : 
(1) r+Uy= He>* = HAy= Z, 
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(2) xx 二 yy 一 Zn > 一 2X 一 ys 

(3) xzUy 一 x* 一 ye 和 >y 一 人 

(4) xz 站 7 一 2 一 ye>xY 一 攻 ， 

(5) xNy= xUy >= y. 

2. 设 *, y， > 是 任意 的 集合 ,证 明 下 述 命 题 慢 成 这 ， 

(1) xUyCs <> C2AyC?, 

(2) sCxfly «> sCrAzsCy, 

(3) xsCyUz < > x yCs, 

(4) x*CyCz ey> ry 一 yz 

3. 对 于 任意 的 集合 *，y， 2，w*， 证 明 下 述 包含 式 
HCI)IU(Y 一 z)UCz 一 和 zj 

生成 立 。 


$ 3 ”对称 差 及 其 性 质 


En 


对 于 任意 的 集合 x*,y, 我 们 称 
ry = (ry Uy 2) (3.39) 
为 * 与 y 的 对 称 差 ,也 就 是 说 x … y 的 元 素 恰好 是 那样 一 些 
元 素 ,它们 是 属于 x* 但 不 属于 y 或 者 是 属于 y 但 不 属于 x. 这 
是 借助 于 并 和 相对 补 而 定义 的 一 个 新 的 运算 . 
” (1) 对 于 任意 x*, y, x; 运算 二 是 交换 的 和 结合 的 . 


YY 2 二 7 (3.40) 
rs) = ry) (3.41) 
由 江 的 定义 (3.39) 直 接地 获得 (3.40), 对 于 (3.41), 一 方 
面 ,由 定义 (3.39) ,我 们 下 


XY)=x (yy) Us y)) 
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= xya) Uy UC) UC yx) 

= (x ya) NN ry) U (ys) x) 
U((z yy)— x*) 

=— [C(xy)U(rN 2s) Nr) U(r/ yy))] 
UCy—(zUx))U(z(yUx)) 

一 [xz 一 切 门 (xz 一 >)]U[IGz 一 切 站 7 
UICrz)nzs]Ugxnynzs)UCy(zUxD)) 
UCz—(yUx)) 

= [x—(yUz)UCy- CsUx)IU[s(rUy)] 

UCxf yz). 
在 上 述 过 程 中 我 们 使 用 了 达 ， 摩尔 根 定律 和 下 述 三 个 便 
等 式 : 
(xUy) z= (x 2)U(y zh (3.42) 
r+ (y-2)= (x y)U(xN zs), (3.43) 
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+ --(yljz) 一 (x 一 少 ) 2。 (3.44) 
(3.44) 就 是 定理 2.3(3)， 前 二 个 恒等式 在 直观 上 是 显然 
的 ,证 明 也 是 容易 的 . 


(3.41) 的 右边 ,使 用 (3. 40) 立 即 可 以 得 到 
二 一 
所 以 ,我们 有 
(x y) z= [zs (xUy)IULx — (yU sz)] 
ULy— (Uz)]UCsfixfy) / 
= [x (yyUs)IULy (aUx)]ULs 2 (xUy)] 
U(xN yz). 
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这 就 证 明了 (3.41)。 
(2) 交 的 运算 对 于 二 来 讲 是 分 配 的 , 即 
(y= 2) = (xy) 2 (x 2), (3.45) 
事实 上 ,由 (3.28) 和 (3.32) 我 们 可 得 ， / 
xN(y -2 2) 
一 xf 人 区 7 2 2)U(z 2 y)] 
一 [(x 站 ) 一 >]ULIGCz 人 ns 一 了 
一 [7 六 (rz 一 sz)]ULsmGzr -一 7 
一 [CnGz 一 xz 站 zx))]UCGsmnGxz 2» (xf y))1 
= [xy) (xs)IULECxN 2) ~ Cx fy)] 
一 (xz 站 7) -= (rf\2), 
(3) 空 集合 在 对 宇 运算 中 的 性 质 
x :> 节 一 x， (3.46) 
xd 一 过 《3.47 ) 
事实 上 ， 
-GS=r GUG xz) 一 zxUgO 一 >。 
这 就 获得 了 (3.46), 而 (3.47) 直 接 由 二 的 定义 获得 馈 证 结 


(4) = 的 北 运 算 还 是 二 ,因为 
x (x y)=y, (3.48) 
YY (3.49) 

事实 上 ,(3.41)、(3.46) 和 (3.47) 剖 泗 

XXX) 一 (一 

这 吏 甘 但 了 《3.48), 
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各 zx 二 7 一 z 则 rz 二 (zy) 一 xz 二 5 所 以 由 (3.48) 
辣 得 7 一 zx 一 >z。 

注 1 本 市 给 出 证 明了 两 集合 相等 的 第 五 种 方法 一 一 等 式 
推演 法 。 这 一 方法 的 要 点 是 借助 于 已 知 的 诸 等 式 , 并 利用 相 
等 的 目 肥 性 \ 对 称 性 和 传递 性 逐步 的 推演 出 欲 证 的 结果 。 关 
十 等 式 的 这 些 性 质 由 外 延 公 理 可 以 直接 推 知 。 


二 题 


1. 证 明 : > 一 yy 一 (4z*Uy) 一 (xzny)。 
2. 对 于 任意 集合 *，y 恒 有 : 
YY 一 y 一 人 和 >zt 一 小 
3. 对 于 任 巧 的 集合 >， Xx yi。 yn 
征明: x*i = 二 yj (i 二 1,2，*。** 8) 当 且 仅 当 
xi IOU xt UU = 并 
4. 计 算 ; (4 二 3)U(5 一 1)。 
5. 计算: 
(1) {3.5} > {3.4), 
(2) 6 7 UG 0), 
(3) (6 7)N(7 一 6)， 
(4) (8 二 5)UG5 = 8), 
(5) (8 二 5)N(5 ~ 8), 
(6) ((7 8)U(8 ~ 7)N (5 一 6)。 
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第 四 章 “ 极 小 元 与 正则 公理 


我 们 已 经 指出 一 集合 8 可 以 是 另 一 集合 5 的 元 素 , 特别 
是 当 我 们 令 5, 为 单元 集合 {8} 时 . 总 有 Se {5}, 亦 即 Se 5,. 
现在 问 : 是 否 存在 一 集合 5, 使 得 Se 5 成 立 ? 即 集合 5 是 否 
是 它 自身 的 一 个 元 素 呢 ?我 们 现在 来 讨论 这 一 问题 以 及 与 此 
有 关 的 一 些 问 题 . 


$1 个 空 集 合 的 极 小 元 


定义 41 对 于 任意 的 集合 5 与 5, 当 有 5,€ 5 且 3n 
S 一 名 同时 成 立时 ,我们 就 称 5 为 3 的 一 极 小 元 。 

换 句 话说 , 5, 为 5, 的 一 极 小 元 须 满足 两 个 条 件 ， 一 古 5, 
为 5, 的 一 元 素 , 二 是 8 与 5 不 交 , 即 没有 共同 的 元 素 . 

例 1 令 S,=1,5,== {1, 2), 这 样 有 51€ 5; 旦 

$= 1 = {10}, 

仅 有 一 个 元 素 为 0， 而 5 中 不 含有 元 素 0( 它 仅 有 两 个 元 率 ， 
一 个 为 1, 一 个 为 2), 所 以 5S.《 即 1) 为 3 的 一 个 极 小 元 ， 

注意 ，、 昌 然 有 2€5, 但 $; 站 2 二 {1} 巳 名 ,所 以 2 不 是 
5 的 一 极 小 元 . 

例 2 1 的 极 小 元 为 0, 因为 0€1, 并 且 有 0 人 1 二 名 .类 
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似 地 ,可 以 验证 : 2 的 极 小 元 为 0, 3 的 极 小 元 为 0, 等 等。 
例 3 令 5 = {41}), 42}}, 可 知人 为 3 的 一 极 小 元 , 因 
为 {1}€ 5, 且 {1} 站 5 二 .同样 , {2} 也 是 5 的 一 极 小 元 ， 
由 例 3 可 知 ,一 集合 可 有 不 止 一 个 极 小 元 , 即 一 集合 办 极 
小 元 可 以 是 不 唯一 的 ， 
例 4 令 S 一 1 41}, {2)}, 不 难 验 证 1 与 12} 是 5 的 
极 小 元 ,{11 不 是 5 的 极 小 元 ,因为 1 是 {1} 与 5 的 一 个 公共 元 
到 。 / 


起 题 


工 . 求 4 的 极 小 元 . 
2. 令 5 一 ({j，{1; 2}，{2，3}}。 求 出 它 的 所 有 极 小 元 并 省 明 届 


3. 令 = 位, {1}, 2, 13 上， 求 出 5 的 所 有 极 小 元 ， 并 注册 理 册 ， 
4. 验 证 {5} 的 极 小 元 为 5, {6} 的 极 小 元 为 6， / 


$2 正则 公理 


上 节 我 们 给 出 了 若干 集合 的 极 小 元 的 例子 ， 但 是 否 每 一 
集合 都 有 一 极 小 元 呢 ? 我 们 来 回答 这 一 问题 . 

正则 公理 ”每 一 个 不 空 的 集合 ,都 存在 一 极 小 元 ， 

换言之 ,正则 公理 是 说 ,对 于 任意 的 集合 5, 者 5 闯 名 , 则 
存在 一 集合 5 使 得 S,€E SB SNS = gg， 

正则 公理 亦 称 基础 公理 或 限制 公理 ， 它 靳 定 除 空 集合 多 
之 外 , 任 一 集合 都 有 极 小 元 ,由 这 一 公理 我 们 可 推导 出 集合 的 
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一 些 性 质 ， 我 们 以 后 要 多 次 使 用 集合 的 这 些 性 质 。 所 以 ,我 
们 现在 来 讨论 这 些 性 质 ， 
定理 4.1 对 于 任意 的 集合 5, 都 有 
S¢S 
成 立 ， 

证 明 假定 存在 一 集合 5, 使 得 SE 5 成立 。 由 5 做 一 
单元 集合 15}, 显然 SE {5}, 即 {5} 不 空 ,由 正则 公理 15} 有 
一 极 小 元 ,然而 {5} 仅 有 元 素 5, 故 SNM45} = 一 多 , 但 是 ,由 假 
定 S€ 5, 故 S 与 15} 有 公共 元 5, 即 5S 们 {5} 不 空 。 这 就 产生 
了 矛盾 ， 因 此，, 假定 有 一 集合 5, 使 Se 是 不 对 的 。， 即 不 存 
在 集合 8 使 得 Se 5 成立。 由 此 ， 可 获得 对 于 任意 的 集合 $， 
都 有 S45 成立， 

定理 42 对 于 任意 的 集合 5 与 5, 都 有 


门 (S € SAN 5, € $,) (4.1) 
成 立 ， 
证 明 ”假定 有 集合 5, 与 5;, 使 得 
SESGASLES | (4.2) 


成 立 。 由 无 序 对 集合 存在 公理 ,构造 一 集合 $: 一 45, 5,)。 
因为 5 不 空 , 故 有 一 极 小 元 , 然而 5 仅 有 元 素 $ 与 5 所 以 ， 
S 的 极 小 元 必定 是 5, 或 %。 不 失 一 般 性 。 我 们 假定 5 为 极 
小 元 , 故 有 5S1€E5 且 51 站 5 = 多 ， 然 而, 由 (4.2) 式 , 我 们 有 
ge Si 并 且 由 5 的 定义 , 我 们 有 Se 5， 故 5 与 有 一 公共 
元 素 9， 因此 有 smng 关 名 .这 就 说 明 存 在 5 与 9 使 得 (4.2) 
式 成 立 是 不 对 的 ， 因 此 , 不 存在 集合 5 与 5 使 得 (4.2) 成 江 、 
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由 此 可 得 ,对 于 任意 的 集合 5; 与 5,, 都 有 (4.1) 成 立 ， 
定理 4.3 对 于 任意 的 集合 5,, 8; 与 5,, 都 有 : 


SeESANSESANAS ESI) (4.3) 
成 立 ， 
证 明 假定 有 和 集合 5,, “5,, 5; 使 得 
Si ES 人 SIESAN 人 SI ES (4.4) 
成 立 ， 由 无 序 对 集合 存在 公理 ,我 们 构造 集合 {54, 5;}, {5;}， 
并 且 由 并 集合 公理 ,可 令 


S = {S81, SU{S} = {5,, 5,, S$,}. 
显然 ,5 不 空 ;并且 有 三 个 元 素 , 即 SE S$, S$,€ S，$ 6 S$S. 因为 
S 有 极 小 元 ,不 妨 设 它 为 5., 因此 , 我 们 有 8n8S 王 和 ,然而 
由 (4.4) 式 ,我 们 有 Se 8 故 39 与 S 有 一 公共 元 素 5;。 即 有 
SN5S 居多 ,这 就 获得 了 矛盾 。 类 似 地 ， 设 5, 或 9 为 极 小 元 
时 ,也 可 获得 矛盾 ， 所 以 , 不 存在 集合 5,, 5, 与 8 使 得 (4.4) 
式 成 立 。 由 此 可 得 , 对 于 任意 的 5,, 5, 与 $5;, 都 有 (4.3) 式 成 
立 . 
定理 4.4 对 于 任意 已 知 的 自然 数 x, 对 于 任意 的 集合 5,， 
5,，"** ,5s， 都 有 : 
(CS ESIAESI 人 .人 SIES 人 S ES) (4.5) 
成 立 ， 
证 明 .假定 有 集合 5,,，5;,***，5, 使 得 (4.5) 成 立 ， 反 复 
使 用 无 序 对 集合 存在 公理 和 并 集合 公理 ， 我 们 可 以 构造 集合 
S = {5, 58,"**, 5,), 
因为 5 不 空 , 它 必 有 极 小 元 ,不 妨 假 定 它 是 5, 1 < 委 < 魏 
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即 有 
SESH SNS= 8, 

然而 ,由 (4.5) 我 们 可 得 当 i = 二 1 时 ,有 5,€5, 当 i 关 1 
时 ,有 5;_1€ 5;, 并 且 Ss,€ 5, Si ES( 当 i 冯 1 时 ). 因此 , 5; 
与 $ 有 公共 元 素 , 所 以 有 5;[/1S 六 名 .这 与 5 站 5 = 2 矛盾， 
因此 ,定理 得 证 . z 

注 1 定理 4,4 的 证 明 是 使 用 了 上 归 廖 律 . 而 定理 4.1 一 4.3 
上 证 明 中 除了 使 用 妇 廖 律 外 , 定理 4.1 还 使 用 了 由 不 存在 集 
合 5 使 得 Se S$” 去 推演 出 “对 于 任意 的 集合 5, 都 有 5g5 成 
六 ”的 规则 ,定理 4.2 使 用 了 由 “不 存在 集合 5,, 9 使 得 9.6 
SAS 6 5 上 成立 ”去 推演 出 对 于 任意 的 集合 39, 都 有 1(S 6 5 
八 53€ 5) 成 立 ” 的 规则 .定理 4.4 使 用 了 由 “不 存在 集合 5,， 
5§,, ,Ss 使 得 Se S;, 人 .人 Ss1€ Ss 人 Ss€ 5 成立” 去 推 窒 
出 对 于 任意 的 集合 5.,，5;,'…*, 5, 都 有 

SE SA 人 SS ES 人 SEE9) 

成 立 ” 的 规则 . 一 般 说 ， 它 们 使 用 了 由 “不 存在 集合 S,，9,， 
。…， 5s 使 得 4(51,.……,S,) 成 立 ” 能 够 推演 出 “对 于 任意 5,， 
SS 部 有 ”14(5S,,*……，5,) 成 立 ”。 这 关系 到 谓词 演 
算 的 基本 规则 ， 第 二 章 $ 6 中 的 注 5 仅 是 这 一 注解 的 特殊 情 
所， 


3 奇异 集合 


定义 4.2 集合 的 任 一 序列 : o> V1 9 “op_1% any 
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Sz+1"'*， 如 果 它 们 满足 
.SortES 人 人 S €E SoiN :NSESNS ES (4.6) 
则 称 这 一 序列 为 E 降 链 ， 其 中 (4.6) 常 被 缩写 为 : 
so SE SE SE*** EhES ES,., (4.7) 
定义 43 如果 一 集合 S 中 存在 € 隆 链 ， 就 称 S 为 奇异 
的 。 换 言 之 ，5 为 一 奇异 集合 就 意味 着 在 8 中 有 集合 5, 5， 
S “Sa， Snt1，"*"* 满足 (4.7) 式 ， 
本 节 主 要 讨论 奇异 集合 与 极 小 元 的 联系 ， 即 奇异 集合 与 
正则 公理 的 联系 ， : 
定理 4.5 假定 集合 5 是 奇异 的 , 则 存在 5 的 一 非 空子 集 
合 5S'; 使 $ 中 无 极 小 元 . 
证 明 假定 3 为 一 奇异 集合 ， 也 就 是 说 ,5 中 有 元 系 5， 
$1 53" Sr-19 SS 淇 足 (4.7) 式 。， 此 时 ， 我们 可 
构造 5 的 一 非 空子 集合 $5 如 下 : 
S': = {S Si Ss ***, Sas Sr, Srt1s ***}. 
因为 5 不 空 , 并 且 由 8 的 定义 可 知 ， 若 8$ 有 一 极 小 元 ， 
则 必须 是 其 一 个 元 素 5;, 0 二 i, 即 SE8 且 Sn8 = 名 . 然 
而 ,由 于 y 的 元 素 满足 (4.7) , 故 有 Si+e 8; 成 立 。 由 此 , 我 们 
有 : 5; 与 5 有 一 公共 元 素 9+ (由 8 的 定义 ,可 知 Sin€ 5')， 
大 S; 门 S 去 名。 这 就 矛 秆 于 5; 是 5 的 一 极 小 元 的 假定 。 所 
以 , 5; 就 不 能 是 8 的 一 极 小 元 . 
推论 4.1 在 正则 公理 的 前 提 下 ,不 存在 一 集合 S 使 得 5 
是 奇异 的 . 
定理 4.6 对 于 任意 的 非 空 集合 5, 如 果 5 不 是 背 异 集 
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合 ; 则 s 中 必 有 一 极 小 元 《本 定理 的 证 明 中 不 用 正则 公理 ). 

证 明 假定 上 述 定 理 不 成 立 , 即 $ 没有 极 小 无 , 即 对 于 任 
意 的 集合 5,€ 5, 都 有 一 集合 5, 使 得 5S,€ 56 和 且 S,€ 5 成立. 当 
然 5, 也 不 可 能 是 5 的 极 小 元 ,因此 ,又 有 一 集合 5, 使 得 9 6 
S$, 且 S,€ 5 成 立 . 继续 这 一 手续 ,假定 已 有 集合 Se 5 满足 S。 
€ Sz-1， 对 于 集合 S。, 它 当然 不 可 能 是 3 的 极 小 元 ,因此 ,就 有 
一 集合 5s+, 使 得 S41€ 5s 和 且 5s+1€5 成 立 ， 以 此 类 推 ,我 们 
即 可 获 $ 中 的 一 降 链 存在 .因此 S 就 是 一 奇异 集合 了 .这 与 
定理 的 闻 提 巴 刷 。 这 就 完成 了 定理 4.6 的 证 明 . 

注 2 由 上 述 定理 ,我 们 知道 若 存在 奇异 集合 , 则 正则 公 
理 不 成 立 ; 反 之 , 若 肯 定 正则 公理 , 则 不 存在 奇异 集合 ， 这 就 
说明 ,正则 公理 是 限制 性 的 , 它 排除 了 和 奇异 集合 的 存在 。 事实 
上 ,定理 4.1 一 4.4 也 都 是 为 了 排除 降 链 ,排除 奇异 集合 . 比 
如 定理 4.1 是 断定 不 存在 集合 S 使 得 Se S$。 如 果 不 是 这 样 ， 
而 是 存在 一 集合 5, 使 得 Se 5S。 这 样 ,我 们 令 Su。 一 5, ( 当 
n 一 0, 1, 2,，* 时 )。 这 就 获得 一 € 降 链 。 由 此 , 就 获得 一 
寄 异 集合 . 

注 3 本 书 所 谈 及 的 集合 论 公 理 起 源 于 熬 梅 罗 (上 E. Ze- 
rmelo)1908 年 的 论文 ,后 经 许多 著名 学 者 修改 补充 的 结果 . 正 
则 公理 的 内 容 在 熬 梅 罗 1908 年 的 论文 中 并 未 谈 及 ,第 一 次 涉 
及 这 一 问题 的 古 米尔 马 诺 夫 《(D.， Mirimanoff)， 他 在 1917 年 
发 表 的 两 篇 论文 提出 了 奇异 集合 的 问题 ， 当然 , 人 们 认为 应 
当 排 除 这 种 厨 异 集合 .著名 数学 家 冯 ' 诺 伊 曼 (Von Neumann) 
1925 年 的 论文 中 首次 提出 了 正则 公理 。 
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刁 题 
1. 使 用 正规 公理 证 明 : 不 存在 集合 Si, S:，S, 和 5, 使 得 
$4 E53 € V7 € V1 EY, 


成 六 。 
2. 对 于 任意 的 集合 5, 证明: 5 是 单元 集合 {5} 的 唯一 的 极 小 元 


$4 本 元 


我 们 曾经 指出 ， 任 何 类 型 的 对 象 都 可 以 作为 一 集合 的 元 
素 ,特别 地 集合 也 可 以 作为 对 象 ,一 集合 可 以 作为 其 它 集合 的 
元 素 。 我 们 称 那些 不 是 集合 的 对 象 为 本 元 (有 时 也 称 之 为 原 
子 或 个 体 ). 也 就 是 说 ,本 元 只 能 作 和 集合 的 元 素 ,而 它 自 身 并 不 
是 集合 ,例如 ,为 了 某 种 需要 ,我 们 讨论 英文 字母 的 集合 时 ,这 
些 字 母 就 是 本 元 (当然 ， 我 们 常 说 集合 51, 5, 等 等 , 这 时 我 们 
的 意思 是 5,, 5, 代表 两 个 集合 。 而 不 是 指 字 母 本身 )。 又 如 ， 
我 们 说 三 只 羊 组 成 的 集合 ,五 只 鸡 组 成 的 集合 等 等 ,这 时 羊 鸡 
本 身 都 不 是 集合 ,它们 只 能 做 集合 的 元 素 , 就 是 说 , 它们 都 是 
本 元 ， 从 应 用 角度 考虑 问题 , 我 们 常常 需要 这 些 本 元 。 在 本 
书 第 一 章 中 ,我 们 说 * 是 任意 对 象 时 , 常常 指 * 是 一 本 元 ,或 
一 集合 ;有 时 我 们 也 用 “任意 一 对 象 ” 指 “任意 一 集合 ”。 因为 
从 理论 角度 或 者 说 从 纯 数 学 角度 ,我 们 可 以 不 必 研 究 本 元 ;而 
把 我 们 的 注意 力 仅 限 制 在 纯 集 合 论 ( 不 讨论 本 元 的 集合 论 ) 上 
来 这样 能 简化 我 们 的 讨论 步骤 ， 所 以 ,今后 我 们 的 一 切 讨论 
都 是 针对 纯 集 合 论 进行 的 我们 说 “对 于 任意 的 对 象 ” 和 说 
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“对 于 任意 的 集合 "是 完全 一 样 的 ， 我 们 不 讨论 集合 以 外 的 对 
象 ， 当 读者 为 了 解决 某 些 问 题 , 需要 涉及 含 本 元 的 集合 时 , 既 
可 以 用 某 种 集合 去 代表 它 ， 比 如 用 某 些 自然 数 的 单元 集合 去 
代表 它们 .也 可 以 仿照 本 书 的 方法 去 分 析 所 要 研究 的 对 象 . 当 
然 , 为 了 通俗 起 见 ,在 某 些 通俗 的 例子 中 ,我 们 也 提 到 本 元 ,如 
张 三 , 李 四 ,关羽 , 张 飞 等 等 , 那 只 是 通俗 地 说 明 其 些 数学 概念 
的 背景 ,而 不 是 理论 知识 本 身 , 删 掉 这 些 涉 及 本 元 的 例子 , 并 
无 损 于 理论 ， 


$5 关于 庚 辑 词 的 几 项 缩写 


我 们 已 经 使 用 圆 括号 表示 一 命题 式 中 各 子 命题 的 结合 次 
序 。 例如 我 们 用 ((4 信 B) 一 C) 表示 : 如 果 4 且 8, 则 CC. 
而 且 它 不 能 是 其 它 含 义 , 但 是 , 当 我 们 规定 在 一 公式 或 命题 中 
合 取 词 结合 能 力 强 于 蕴涵 词 时 ， 我 们 可 以 把 上 述 公式 写成 
(4 和 NB -> C), 或 者 直接 写作 4 入 B->C, 这 时 , 它 的 含义 不 
变 , 仍 然 是 ， 如 果 4 且 B, 则 C，。 当 我 们 要 表达 : “4 并且 如 
果 B 则 C” 时 ,我 们 就 使 用 公式 4A(B 一 C). 

为 方便 起 见 ， 今 后 我 们 依照 命题 连接 词 结合 能 力 由 强 到 
弱 的 次 序 ,把 它们 排列 成 

门 , 和 人, V ,一 ,<*>， 
也 就 是 说 ,否定 词 站 的 结合 能 力 最 强 . 其 次 是 合 取 词 和 ,再 次 
是 析 取 词 V ,然后 是 蕴涵 词 >, 最 后 是 双 草 涵 词 < 一 > , 即 < 一 > 
的 结合 能 力 最 弱 。 例 如 命题 一 4 和 人 了 8 是 命题 (( 4)AB) 的 


s O77 6 


缩写 ， 而 命题 “14 ~ B 是 命题 (( 4) -> B) 的 缩写 .命题 
4 人 1BV4 一 CVD 为 命题 

(((C1AIN CBD V A) — (CVD)) 
的 缩写 .命题 

“JIA4V IBAC—D— AAME 

是 命题 / 
((((IAIV (TB)AC)) = D) > (4 AB)) 
的 缩写 

公式 、 命 题 的 另 一 种 缩写 起 源 于 结合 律 ,比如 ,因为 1， 20 
为 

(((4NAB)AC) < (4A\(BAC))). 

这 就 说 明 先 合 取 4 与 B， 再 由 (4AB) 与 C 合 取 的 结果 ， 与 
先 合 取 8B 与 C， 再 由 4 与 (B 人 C) 合 取 的 结果 ， 它 们 的 真 什 
相同 ， 于 是 从 真 假 值 的 角度 , 我 们 可 以 用 公式 4VBVC 去 
表示 命题 ((4A B)AC), 同样 ， 它 也 可 以 去 表示 公式 《4 信 
(BA 入 C))。 类 似 地 对 析 取 式 也 是 成 立 的 。 所 以 ， 我 们 用 公式 
4VBVC 表 示 ((4VB)VC), 同样 , 它 也 可 以 去 表示 (4 V 
(BVC)). 

对 于 否定 词 ,我 们 可 以 用 命题 “114 去 表示 命题 

("4)), 

11714 表示 门 ( 门 (下 (4)))。 关于 连接 词 的 这 些 缩写 ， 还 
可 以 对 有 穷 多 个 连接 词 作 相应 的 规定 . 

公式 的 这 样 缩写 是 很 有 用 的 。 并 且 我 们 已 经 在 前 几 章 中 
使 用 过 一 些 简 单 的 缩写 ， 
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对 于 量词 ,我 们 也 将 使 用 一 些 缩写 ,这 就 是 : 
Vx 6 yA(x): = Vr(x Ey —> A(xX)), 
3x EyA(xX): = r(x Ey MN A)), 
31r+ACx);: = 3xCACX) NVy(A(y) > y = +)), 

其 中 Vx EyA(x) 与 3x Ey4(x) 为 受 轩 量词, Vx E yA4(x) 总 
指 在 集合 y 中 所 有 的 * 都 使 得 4(*) 成 立 ，3x € y4(x) 意 指 
在 集合 y 中 ,有 一 元 素 * 使 得 4(x) 成 立 。 31x4(x) 意 指 有 
一 个 且 仅 有 一 个 集合 *， 使 得 4(x) 成 立 , 社 且 31x4(x) 通 前 
读 做 存在 唯一 的 集合 *, 使 得 4(x) 成 立 。 


刁 题 
1 . 试 给 出 命题 
((4A(BVC)O(U(AANB)Y (4AC))) 
的 缩写 命题 ， 
2. 试 给 出 命题 


(AVA)N A)—+B)OU A SHB) 人 (4 一 B)) 人 (As 一 B))) 
的 缩写 命题 。 
3. 给 出 下 述 命题 
3xzecyyzcx(C(RCz，z) <> ((x€yVx = y)Vy€ z+)) 
的 原来 形式 ， 
4. 给 出 命题 
VyVz3x(x = {z,y}AYVYak = {zy} —3+ 4 = *)) 
的 原来 形式 ,使 得 其 中 不 出 现 大 括号 。 
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第 五 音 ”自然 数 集合 与 数学 归纳 法 


本 章 $ 1 描述 作为 特别 集合 的 自然 数 ， 定 义 自然 数 的 大 
小 次 序 ,前 驱 与 后 继 等 概念 。$ 2 给 出 无 穷 公理 ， 存 在 一 无 穷 
集合 即 由 所 有 自然 数 可 以 形成 一 个 集合 。 $ 3 讨论 归纳 集合 
与 数学 归纳 法 ， $ 4 使 用 数学 归纳 法 证 明 自然 数 和 自然 数 集 
合 的 若干 性 质 ，$ 5 给 出 自然 数 的 加 法 运算 ,乘法 运算 和 乘 
方 运算 的 概念 。$ 6 讨论 算术 加 法 与 算术 乘法 的 初等 性 质 , 目 
的 在 于 揭示 数学 归纳 法 的 应 用 ,这 种 应 用 是 极为 广泛 的 ,而 且 
是 很 基本 的 。 


$31 目 然 数 


在 第 一 章 $ 5 中 我 们 已 经 把 自然 数 定义 为 一 些 特定 的 集 
全 ， 即 7 是 一 自然 数 ， 或 者 w 二 0， 或 者 有 一 目 然 数 闯 使 得 
2 一 m+， 其 中 以 ! 为 mU{m}， 亦 记 做 十 1: 一 mUtm}. 
我 们 有 : / 
mm 十 1 一 {10,1,，…,m}. 

我 们 已 经 指出 , 0 是 空 集合 ， 它 没有 任何 元 素 , 1 是 一 个 
元 素 的 集合 。 我们 不 选择 有 一 把 椅子 或 一 张 桌子 的 集合 去 才 
示 1, 也 不 选择 单元 集合 4) 23 去 表示 1, 其 至 对 一 般 
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集合 5, 也 不 把 {3} 选择 为 表示 1 的 集合 ,而 是 取 {0 } 为 1, 是 
以 0 为 元 素 的 单元 素 集 ，2 有 两 个 元 素 0 与 1, 3 有 三 个 元 到 
0;1 与 2, 等 等 。 这 种 表示 目 然 数 的 办 法 ， 是 训话 伊 受 给 出 
的 .看 起 来 似乎 很 奇怪 ,然而 作为 理论 工具 ,用 起 来 却 候 人 简便 
为 了 研究 目 然 数 的 大 小 次 友 ,我 们 有 下 述 定义 。 
定义 5.1 对 于 任意 的 两 个 上 自然数, 2， 令 
m= mn, 
mp mn Vm=y. 
由 定义 即 可 推 知 : 对 于 任意 的 目 然 数 w 与 2 
mCn 当 且 仅 当 入 < 委 2， 
mC+n 当 且 仅 当 mm 二， 
mCin 当日 仅 当 mw En， 
并 且 可 以 令 
n>m: = nn, 
宇 1; 二 1 二 
定义 5.2 对 于 任意 给 定 的 集合 * 与 ?》， 如 果 有 > 一 少 ， 
即 有 x 二 yU1{y}, 我 们 称 * 为 > 的 后 继 ， 并 且 这 时 称 》 为 * 
的 前 驱 。 特别 是 对 任意 两 个 自然 数 记 与 >， 如果 有 和 一 2 ， 
即 m 二 znU {nx}， 我 们 称 吉 为 4 的 后 继 。 并 且 这 时 称 目 然 数 
7 为 目 然 数 zw 的 前 驱 , 可 以 记 做 zn 一 m 一 1. 
对 于 任意 的 集合 (包括 自然 数 ) 都 有 它 的 后 继 ， 因 为 任 给 
一 集合 +， 我们 总 可 以 有 集合 {x} 与 xUftzj， 即 都 有 它 的 后 
继 x+， 然 而 并 非 一 切 集合 都 有 它 的 前 驱 ， 如 空 集合 各 没有 前 
驱 。 单元 集合 txzj} ( 当 x 关 允 时 ) 也 没有 表 驱 。 没有 前 隆 的 
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集合 也 就 是 说 它 自己 不 是 一 后 继 集合 ,这 类 集合 的 例子 很 多 ， 
有 的 还 可 能 是 有 很 多 元 素 的 集合 。 一 集合 * 是 没 人 前线 的 , 也 
就 是 说 “x 一 1 是 不 存在 的 (这 时 “x 一 1 的 记 蓄 是 没有 意 
义 的 )， 


$2 无 穷 公 理 


我 们 已 经 定义 了 什么 叫 自然 数 ， 而 且 我 们 已 经 从 多 开始 
构造 了 许 许 多 多 集合 ， 甚 至 我 们 已 经 有 了 无 穷 多 个 集合 。 但 
是 至 今 我 们 还 没有 给 出 一 个 集合 , 它 有 无 穷 多 个 元 素 。 试 问 : 
存在 着 一 个 有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 吗 ? 

另 一 方面 ,我 们 已 经 定义 了 一 个 自然 数 ,它们 都 是 些 特殊 
的 集合 ,然而 ,所 有 这 些 自然 数 能 够 形成 一 个 集合 吗 ? 

我 们 现在 来 回答 上 述 两 个 问题 。 事实 上 , 只 要 对 第 二 个 
问题 作 肯 定性 的 回答 , 即 所 有 自然 数组 成 一 个 集合 ( 它 当 然 是 
无 穷 的 ) ,也 就 对 第 一 个 问题 作 了 肯定 性 地 回答 。 然 而 从 我 们 
至 今 已 经 引进 的 公理 还 无 法 回答 上 述 问题 ， 这 就 要 求 我 们 引 
进 新 的 公理 . 

无 穷 公理 “存在 着 一 个 由 所 有 自然 数 所 组 成 的 集合 。 

依据 外 延 公 理 可 知 恰 好 由 所 有 自然 数 所 组 成 的 集合 是 唯 
一 的 ， 并 且 记 做 o。 换 句 话 说 ,对 于 任 一 集合 5, 都 有 ye w， 
当 且 仅 当 8 是 一 自然 数 。 以 后 ,我 们 常常 用 4, m 表示 自然 
数 , 即 常常 用 >， m 表示 % 的 元 素 . | 

注 1 一 集合 叫做 有 穷 的 ,如 果 有 一 个 自然 数 *， 使 得 
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S$ 恰好 有 zz 个 元 素 。 这 时 记 做 3 了 一 mn (3 表示 集合 5 的 元 素 
的 个 数 , 这 个 概念 以 后 还 要 严格 定义 ). 按 照 这 一 概念 ,也 可 理 
解 % 是 一 无 穷 集合 ,由 于 % 是 所 有 自然 数 所 组 成 的 集合 ,也 可 
以 获得 w 是 没有 前 驱 的 ,因为 假定 有 一 集合 3 是 w 的 前 驱 ; 亦 
由 $S==w 一 1, 而 w 一 SU{5}， 所 以 SEw， 因 此 ,5 是 一 自 
然 数 ,这 样 5+ 就 是 一 自然 数 ,并 且 w 一 5+ 是 一 自然 数 ， 所 以 
w & wo, 与 正则 公理 相 了 矛盾 。 这 样 ,我 们 就 获得 了 ww 没有 前 驱 ， 
因此 ,我 们 不 允许 有 “o 一 1” 这 样 的 记号 ， 


$ 3 ”归纳 集合 与 数学 归纳 法 


定义 5.3 ”如果 集合 5S 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) 0€S, 
(2) 对 于 任意 的 集合 ww, 石 w€5， 则 wt e $s, 则 s 叫做 归 
定理 5.1 ow 是 一 归纳 集合 , 并 且 者 8 是 一 归纳 集合 , 则 
cCS， 
证 明 首先 证 明 % 是 归纳 集合 。 因 为 0 是 一 上 自然数 .由 
w 的 定义 ,有 0€w。 又 因为 若是 自然 数 , 即 zn € w, 由 自然 
数 的 定义 ,这 时 7 十 1 是 一 生 然 数 。 所 以 有 ww 十 1€Ew。 因 
此 ,w% 满 足 定义 4.3 的 条 件 。 旭 % 是 一 归纳 集合 . 
再 证 : wCS。 假 定 wo 和 SS， 即 有 某 一 26o 且 2 天 SS， 所 
以 w 一 5 不 空 。 由 正则 公理 就 有 一 个 mEw 一 5 且 
ml(o2 SS)= ZG 
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即 mw 是 o < 3 的 一 个 极 小 元 。 所 以 就 有 m 一 16 (因为 5 
是 一 归纳 集合 。 即 0€eS 上 且 1e5, 故 m 关 090, 因此 ,mm 一 1 有 
定义 ). 但 是 由 于 5 是 归纳 的 , 由 m 一 1€ 5, 就 应 该 有 m€ 5 
(因为 m 一 (m 一 1)+). 与 m5 相 巴 盾 。 因 此 ,wC5。 

”定义 5.4 如果 集 合 5 是 一 归纳 集合 ,并 且 SCwo。 则 称 
s 为 o 的 一 个 归纳 子 集合 . 

定理 5.1 所 揭示 的 事实 可 以 重 述 如 下 : 

推论 5.1 (w 的 归纳 原则 ) ”ow 的 任何 归纳 子 集合 都 与 人 
相等 ， : 

依据 % 的 归纳 原则 我 们 可 以 叙述 一 种 方法 叫做 数学 归纳 
法 。 这 种 方法 在 数学 证 明 中 是 很 有 用 的 。 在 下 节 中 我 们 将 使 
用 这 一 方法 证 明 自然 数 集合 w 的 许多 性 质 ， 我 们 还 要 多 次 使 
用 这 一 方法 .希望 读者 注意 这 一 方法 的 要 点 和 应 用 的 灵活 性 . 

数学 归纳 法 是 这 样 的 一 种 方法 ， 为 了 证 明 w 的 一 个 子 集 
合 S 就 是 自身 ( 即 证 明 5 一 w)， 我 们 采用 下 述 两 个 步 又 : 
首先 验证 0€ 5; 其 次 需 证 明 ， 对 任意 的 集合 w, 若 xe 5， 则 
w+ € 5, 也 就 是 说 ,5 对 于 取 后 继 运 算是 封闭 的 . 
数学 归纳 法 (集合 形式 ) 对 于 wo 的 任 一 子 集合 5, 如 果 
能 够 证 明 : 0e 8 并 且 对 于 任意 的 集合 w， 若 假定 xe 5 成 立 ， 
则 能 推演 出 +e 5 成 立 ,那么 就 有 5 一 ow. 

注 2 上 述 第 二 步 是 从 5 的 任意 元 zx 出 发 ， 去 推演 出 at 
也 在 s 中 ， 世 就 是 说 不 能 是 仅 从 5 的 某 些 元 素 * 出 发 能 推演 
出 w+ e 5, 就 断定 5 一 o。 这 就 是 说 数学 归纳 法 的 前 提 是 普 
遍 的 ,而 不 是 特殊 的 , 不 是 对 5 的 某 一 元 而 言 , 而 是 要 求 对 于 


名 了 和 昌 


它 的 一 切 元 都 满足 关于 后 继 运 算 的 封闭 性 质 。 不 要 把 数学 归 
纳 法 与 通常 的 归纳 法 混为一谈 . 

在 使 用 数学 归纳 法 时 ,常常 会 遇 到 一 些 不 是 集合 的 形式 ， 
而 是 性 质 的 形式 ,这 就 是 某 种 关于 目 然 数 的 性 质 , 我 们 知道 0 
具有 这 种 性 质 , 并 且 从 假定 任 一 旦 然 数 # 有 这 种 性 质 出 发 ,可 
以 推 注 出 * 十 1 也 有 这 种 性 质 ， 那 么 对 于 一 切 自 然 数 而 言 是 
否 都 有 这 种 性 质 呢 ? 这 就 是 这 种 形式 的 数学 归纳 法 所 要 回答 
有 的 同 题 ， 

数学 归纳 法 (性 质 形式 ) 用 4(w) 表示 自然 数 关 有 性 质 
4 ,假定 已 知 4(0) 成 立 , 并 且 对 任意 的 自然 数 z, 从 假定 4(n) 
成 立 , 可 推演 出 4(w 十 1) 成 立 , 那么 我 们 就 获得 了 对 一 切 目 
然 数 az, 都 有 A4(n) 成 立 。 / 

注 3 数学 归纳 法 是 对 目 然 数 集合 结构 一 种 重要 刻 划 ， 
比如 ， 著 名 的 皮 阿 诺 (Peano) 算术 公理 系统 ,简单 说 来 ， 它 
是 由 目 然 数 0 和 后 继 运 算 在 集合 % 上 的 结构 ， 人 们 常常 记 做 
《wm, 0， 十 /， 它 的 公理 为 下 述 三 条 .当然 这 三 条 公理 ,都 是 我 
们 陈述 的 集合 论 中 的 定理 : | 

(1) 对 于 任 一 目 然 数 x,n™* 关 0， 

(2) 对 于 任意 的 目 然 数 m, x,， 都 有 : 

(3) 对 于 任 一 集合 SCo， 我 们 有 : 

(0€ SAVx(x Ew > (rES—x!€5))) 
一 > 二 w, 
注 4 在 使 用 数学 归纳 法 时 应 特别 注意 三 点 ， 第 一 ， 验 
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证 4(0) 成 辽 ， 对 于 集合 的 形式 是 验证 0 上 6S. 这 是 使 用 数学 
归纳 法 的 前 提 之 一 ;第 二 , 对 任 一 自然 数 a, 假定 4(z) 成 立 ， 
(或 z€ 5) 去 推演 出 4(n 十 1) (或 十 1€5) 也 成 立 。 这 个 
推演 是 必要 的 ,这 是 使 用 数学 归纳 法 的 前 提 之 二 ; 第 三 , 在 获 
得 上 述 两 个 前 提 之 后 ,就 可 依据 数学 归纳 法 获得 ,对 一 切 自 然 
数 mn， 都 有 4(z) 成 立 (或 3 一 wo)。 我 们 的 结论 是 Vn4(4) 
成 立 , 而 不 是 命题 4(o) 成 立 , 或 者 说 ,我 们 获得 的 是 3 一 o， 
而 不 是 we S$， 对 于 上 述 三 点 ,初学 者 可 能 出 现 这 样 那 样 的 错 
误 。 痢 是 由 于 不 理解 数学 归纳 法 的 实质 所 致 。 应 特别 慎重 ， 

注 5 在 实际 使 用 数学 归纳 法 时 ， 对 于 初始 条 件 4(0) 
(或 0€ 5) 可 作 如 下 推广 ,从 而 结论 也 有 所 改变 。 这 就 是 : 对 
于 某 一 取 定 的 自然 数 m, 先 验证 4(zo) 成 立 (或 me 5), 再 证 
明 对 于 任意 的 自然 数 >, m 二 x， 假定 4(z) 成 立 (或 we 5); 
就 可 以 推 窒 出 Xn 十 1) 成 立 (或 十 1€5)。 于 是 我 们 有 ， 
对 于 一 切 自 然 数 wx(m 委 由, 都 有 4(z) 成 立 (或 者 8 一 o -= 
10)。 


$4 自然数 集 合 的 性 质 


本 节 讨 论 自然 数 集合 的 一 些 重要 人 性质 ， 这 些 性 质 是 使 用 
数学 归纳 法 证 明 的 。 所 以 , 也 可 以 把 本 节 看 做 数学 归纳 法 的 
应 用 ， | : 

定理 5.2 除 0 以 外 的 每 一 个 自然 数 都 是 后 继 数 。 

证 明 令 
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S: = {nn€wN\(n = 0Vam(met wh = mm))}. 
这 样 , 0€ S， 而 且 ， 若 令 K€E5， 因 为 K+ 为 天 的 后 继 ， 故 有 
K™&€ S$, 因此 ,由 数学 归纳 法 ,就 有 = 一 @。 即 欲 证 绪 圭 成立。 

定义 5.5 一 集合 S 叫做 传递 的 ,如果 它 的 任 一 元 素 的 元 
索 仍 是 5 的 元 素 ， 换言之 , 对 于 所 有 的 集合 94 与 9， 石 Si6 
S 且 Se 则 S 63， 

定理 3.3 每 一 个 目 然 数 都 是 一 个 传递 集合 ， 

证 明 令 3: 一 {zl|n€wA 人 4 为 一 传递 集合 1。 因为 0 没 
有 任何 元 素 。5;€0 永 假 , 所 以 

SESNMNSGEO0—> SE0 
为 一 真 命题 ， 即 有 0€ §, 0 为 一 传递 集合 。 

现在 假定 a€ S, 即 为 一 传递 集合 ,我 们 欲 证 x 十 1 € 5S. 
假定 对 于 任意 的 集合 5 与 5, 共有 S51€ 5; 且 5;€ 4*， 我们 需 
证 5,.€ n+。 因 为 由 5,€w*, 等 价 地 有 有 5; En V5 一 2。 由 此 我 
们 获得 : 

(1) S'€ SMS,én, 

或 者 (2) S ES 人 5S: 一 72。 

在 (1) 成 立时 ,由 = 的 传递 性 , 我 们 有 Se xz. 此 时 , 当然 
有 Si.En+。 在 2) 成 立时 ,因为 9 等 于 >， 履 由 Se 3 得 到 
S En, 当然 也 有 5S, Ex+。 所 以 ,不管 哪 种 情况 ,都 有 有 5,€ 8 。 
因此 ,zt 是 传递 的 ,由 wn ES。 

综 上 :由 数学 归纳 法 ,名 葡 得 3$ 一 w， 

定理 5.4 0 为 一 传递 集合 ， 

证 明 ”因为 一 集合 是 传递 的 ， 束 意味 着 它 的 每 一 元 案 孝 
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是 它 的 一 个 子 集合 。 所 以 , % 是 传递 的 ,就 意味 着 % 的 每 一 元 
素 都 是 上 的 子 集合 。 因此 ,我 们 令 : 
S: = {nln€wAnCw'}. 
我 们 须 证 明 s 是 归纳 的 。 显然 , 0€E S. 若 天 ES 时 , 则 有 
K€éw HKICw, 

于 是 , KU {K}Cow, 即 K+Cw。 从 而 K+€ 5S， 依据 数学 归纳 
法 ,5S 一 ww， 

定义 5.6 如果 对 于 任意 的 集合 $1, 5;€ 5, 那么 

SeES， $=6, ES, 

三 式 中 恰好 有 一 个 成 立 , 则 称 集 合 s 有 三 岐 性 ， 

定理 5.5 集合 % 有 三 由 性 ， 

证 明 ”人 先 证 对 于 任意 的 自然 数 m, wn, 都 有 ; 

mEnVm=nVnEm (5.1) . 

成 立 

令 

A(n) = Vm(méEw—> (mEéEnVm=—=nVne nm)). 

即 4(n) 表示 "对 于 所 有 的 目 然 数 m, 都 有 (5.1) 成 立 ” 为 此 ， 
我 们 先 证 4(0) 成 立 , 即 证 明 
Vm(m€Ew—> (0€mV0=mVmé€0)) 
成 立 , 这 就 是 “对 于 任 一 自然 数 mw, 都 有 : 
: QEmVO—mVmed (5.2) 
成 立 ”。 我 们 令 B(m) 表示 (5.2), 即 令 
Bl(m): ~ EmV0O=mVmed0, 
所 以 ，4(0) 就 是 表示 “对 于 一 切 自 然 数 mw， 都 有 B(m) 成 
。78 。 z 


立 ， 因 为 0 一 0, 所 以 有 8(0) 成 也 。 
设 对 于 任 一 目 然 数 天 .都 有 B(K) 成 也 ,部 
0éeKV0O~KVKE'. (5.3) 
因为 对 于 (5.3) 式 中 只 能 是 0€KV0 = K, 不 管 那 一 种 情形 ， 
都 有 0€ Kt, 所 以 有 BCK+) 成 立 . 由 数学 归纳 法 可 得 ， 对 于 
一 切 自 然 数 m, 都 有 B(m) 成 立 "， 亦 即 4(0) 成 立 。 
假定 ,对 于 任意 的 自然 数 天, 都 有 4(K) 成 立即 有 
mE KVm=m KVKEm, (5.4) 
我 们 来 推演 4(K*) 成 立 。 z 
若 m€K, 此 时 有 mE€ K+*, 所 以 有 A4(K") 成立 ， 
若 m 一 KK, 此 时 有 m€ K+, 所 以 有 4(K' ) 成 立 . 
若 KEm, 此 时 有 KitEé mVKt = m， 因 此 也 有 4(K"). 
由 (5.4) 及 上 述 论 证 ,我 们 都 有 4(K7') 成 这 。 因此, 由 数学 归 
纳 法 ,我 们 就 有 对 于 每 一 自然 数 >， 都 有 4(w) 成 并 。 这 就 
完成 了 (5.1) 的 证 明 ， 
其 次 ， 我 们 再 证 明 对 于 任意 的 自然 数 m,n, 下列 式 子 中 
mEn, MM=n, NEm 
至 多 有 一 个 成 立 。 我 们 假定 有 
mEnN\neEem 
成 立 , 但 是 这 与 定理 4.2 了 矛盾。 其它 情况 比如 有 
1 E 有 人 7 一天 
成 立 , 可 得 we m, 这 同 定理 4.1 矛盾 。 因此， 我们 完成 了 欲 
证 结果 ， 
由 定义 5.1 和 定理 5.5, 我 们 立刻 获得 下 述 推论 5.2 
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推论 5.2 对 于 任意 的 两 个 自然 狼 ”= 有 : 
m<nVm=nVn<m 
成 六 ， : 
推论 5.3 ”每 一 目 然 数 都 具有 三 蚊 性 ， 
”推论 5.3 是 由 定理 5.5 与 w 的 传递 性 直接 获得 的 . 


8$5 自然 数 算术 


在 初等 数学 中 ,对 于 自然 数 进行 加 法 运算 、 减法 运算 、 乘 
法 运算 和 除 共 运算 通称 为 算术 运算 .事实 上 ,在 自然 数 范围 内 ， 
或 者 说 在 自然 数 集 合 w 中 ,加 法 运算 和 乘法 运算 是 封闭 的 ,也 
就 是 说 任 给 二 个 自然 数 ,它们 相 加 、 相 乘 的 结果 仍然 是 一 自然 
数 。 然 而 ,对 减 靶 和 除法 却 是 不 封闭 的 ,也 就 是 说 对 某 些 自然 
数 它们 相 减 或 相 除 是 没有 意义 的 。 因此 , 在 自然 数 集合 中 的 
算术 运算 或 自然 数 算术 运算 中 应 主要 讨论 加 法 与 乘法 ， 而 减 
法 只 是 在 特殊 情况 下 加 法 的 逆 运 算 ， 除 法 只 是 在 特殊 情况 下 
乘法 的 逆 运 算 ， 并 且 能 够 利用 加 法 与 乘法 把 它们 分 别 地 定义 
出 来 。 现在 我 们 在 自然 数 集合 w 中 定义 加 法 运算 +o 和 乘法 
运算 "o (在 不 致 于 引起 混淆 时 ,下 标 % 可 以 被 省 赂 ， 甚 至 “…” 
也 可 省 略 ) 如 下 : / 

定义 5.7 对 于 任意 的 自然 数 mw，n， 我们 用 下 述 二 式 给 
出 加 法 运算 : 

(1)m++0= ym, 

(2) m+ #7 = (m+ n)t, 
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例 1 n+t+l=m++0+t=(m+0t = mt, 
侈 2 十 2 一 1 十 i++ 一 (1 十 1 一 I++ 
由 例 工 可 知 ， 集 合 m 十 1 就 是 集合 m*， 这样 mw 十 1 比 
7 多 一 个 元 素 m, 即 m 十 1 为 mU{m}， 由 例 2 集 合 吉 十 2 
为 这 样 m 十 2 比 人 2 多 2 个 元 素 ， 妈 区 十 2 为 mU 1m， 
mm 十 1}。 所 以 ,加 法 就 是 把 被 加 数 的 集合 mw 打开 , 再 增加 数 
目 与 加 数 集合 相同 的 某 些 新 的 元 素 所 形成 的 集合 . 为 了 保证 
所 得 结果 仍然 是 一 自然 数 , 当 加 数 为 和 时 ,新 共 的 元 素 应 是 从 
1 起 ; 闭 z xz 十 1 ao 十 2 ,一 直到 丸 十 (人 一 二 为止， 
其 中 ?一 1 为 2 的 前 驱 。 这 一 过 程 适 用 于 加 法 运算 的 一 切 情 
况 ,例如 10 十 5 就 是 先 打开 10, 即 考察 它 的 元 宕 为 0，1，…9， 
然后 增加 5 个 新 的 元 素 10, 11, 12, 13, 14, 即 
10;,1,2,…，9} 十 {10,1,2,3,4} 
= {0,1, .5Uflo, 11, 12, 13, 14} 
— 10,1,2...,13,14,}= 15 
定义 3.8 ”对 于 任意 的 自然 数 w，w， 我 们 用 下 述 二 趟 给 
出 二 数 的 乘法 运算 : 
(1)m':0=0, | 
(2) mnt—=m*: 力 十 兴 ， 
例 3 ml=mn0 =m:0 和 二 加 二 力 ， 
HA mmm l=:1lTrm=mTn, 
由 例 3 可 知 ， 对 于 任意 的 自然 数 m， 它 买 以 1 的 结 采 仍 
然 是 m， 由 例 4, mm: 2 一 m 十 m, 出 上 月 然 效 各 十 加 正 远 
40，1，… 1 人 十 1 7 十 《op 一 1 
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也 就 是 把 mr 打开 , 再 放 人 生 个 较 和 一 1 大 的 连续 的 六 小 
元 素 ， 也 可 以 看 做 是 m 的 每 一 元 素 都 相继 配 上 两 个 新 的 较 大 
的 月 然 数 所 形成 的 集合 。 

例 5 mm.3==m:2+= (m+m)+m, 

例 6 区:4=m:37=(mt+rm+i+m)t”, 

由 例 5 可 知 ，、 对 于 任意 的 自然 数 mw， 它 乘 以 3 的 结 采 为 
十 mw 十 m, 这 就 是 把 集合 公 打 开 , 由 小 至 大 ,把 其 中 每 一 元 
分 别 配 上 三 个 由 小 到 大 的 不 同 的 自然 数 ， 所 逐步 形成 的 集合 
为 结果 集合 。 而 例 6 是 将 上 述 过 程 中 的 三 个 ” 改 成 四 个 。 
见 把 m 中 的 每 一 个 元 分 别 配 上 四 个 由 小 到 大 的 不 同 的 目 然 


” 数 , 所 逐步 形成 的 集合 为 结果 集合 . 


例 7 计算 5.3, 这 时 就 是 把 5$ 中 的 每 一 元 依次 都 扩充 3 
个 数目 ,0 扩充 为 0,1，2; 1 扩充 为 3,4,5; 2 扩充 为 6, 7， 
8; 3 太 充 为 9， 10,， 11; 4 扩充 为 12, 13, 14。 也 就 是 
5.3 二 { 10， 1 ， 2 ， 3 ， 4}.3 
: , | J J J 

A 

= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} 

一 15, 

例 8 计算 4. 5, 这 时 就 是 4 中 的 每 一 元 依次 都 扩充 5 个 
数目 ; 0 扩充 为 0, 1,2, 3,4; 1 扩充 为 5, 6,7, 8,9; 2 扩充 
为 10, 11, 12, 13, 14; 3 扩充 为 15, 16, 17, 18, 19。 也 就 是 
4'5={ 0， 1 ， 2 ， 3 全 5 

J J ! : | 

J mo Ne ee J 
—{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19} 
一 20. 
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综 上 所 述 , 当 m 闫 0, wn 居 0 时 ,加 法 运算 是 在 钻 加 数 m 
这 一 集合 上 增加 加 数 所 表示 的 元 素 的 个 数 ， 先 把 加 数 集合 中 
的 元 素 逐 一 替换 成 恰好 大 于 m 中 最 大 元 的 元 ， 然 后 进行 并 集 
合 运算 , 即 得 结果 数 。 而 乘法 运算 实质 上 是 一 种 扩张 运算 ,把 
被 乘 数 集合 的 每 一 元 《由 小 到 大 ) 分 别 扩张 为 2 个 ,保持 这 些 
元 素 都 不 同 , 从 0 开始 逐一 增加 1 的 目 然 数 。 即 由 小 到 大 把 
了 2 中 的 元 素 都 扩张 完毕 了 。 汇 合 起 来 所 获得 的 元 系 形 成 的 一 
集合 就 是 我 们 的 结果 集合 . 

注 7 上 述 计算 两 个 自然 数 的 加 法 和 乘法 的 过 程 ， 有 三 
个 显著 的 特点 ,一 是 机 械 性 质 , 也 就 是 步骤 是 确定 的 ; 每 一 步 
又 所 获得 的 对 象 也 是 可 以 机 械 地 获得 的 ; 二 是 计算 步骤 的 有 
穷 性 ， 对 于 任 给 的 自然 数 m, xz, 总 是 可 以 经 过 有 人 穷 步骤 获得 
欲求 结果 ;三 是 对 象 的 有 穷 性 , 也 就 是 说 , 我 们 的 加 法 与 乘法 
都 是 在 有 穷 集 合 ( 因 为 m, 2 都 是 给 定 的 自然 数 ， 并 且 在 计算 
过 程 中 没有 出 现 非 有 穷 集 合 ) 上 进行 的 。 

上 述 定义 的 自然 数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 和 初等 数学 中 
的 相应 运算 是 一 致 的 。 因此 , 我 们 也 称 这 里 定义 的 加 法 运算 
tw 为 算术 机 ,乘法 运算 "oo 也 称 为 算术 和 飞 , 我 们 将 在 第 十 章 建 
立 它们 的 逆 运 算 ， 

定义 5.9 对 于 任意 的 自然 数 % 和 x, 且 0 < m, 我 们 用 
下 述 二 式 给 出 二 数 的 乘 方 运算 ,也 网 古 : 

(1) m = 1, 

(2) mm" = 7， z 

由 定义 5.9, 立即 有 p= 二 mp， tm， 和 守 且 有 Ww 二 mm ， mm。 
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上 述 乘 方 的 定义 也 是 在 自然 数 的 基础 上 给 出 的 ， 因 此 也 
称 为 算术 乘 方 。 乘 方 是 乘法 运算 的 推广 , 这 里 就 不 详细 讨论 
它 了 . 


$6 算术 加 法 与 乘法 的 初等 性 质 


“ “il 理 5.1 对 于 任意 的 自然 数 关 和 2， 都 育 

mt +n= (m+ n+ 
成 立 ， 

证 明 当 7% = 二 0 上 时, 因为 m+ 十 0 二 mt, 并 且 六 十 0 王 

加， 所 以 《m 十 0)+ 一 m+。 因此 , 我 们 有 m+ 十 0 = (m 十 
0)+ 成 立 ， 现 在 假定 ,对 于 任意 的 自然 数 k, 都 有 m+ 十 一 
(m 十 KK)+, 我 们 来 证 明 

mt + Kt = (tm TF Kt)+t 


成 芯 ， 这 是 因为 
m+ 十 及 + 亚 (mt + K)t 《由 定义 5.7) 
一 《m 十 K)'+ 《由 归纳 假设 ) 
= (m+ K')', (由 定义 5.7) 


由 数学 归纳 闪 ,就 证 明了 和 欲 证 结果 ， 
引 理 5.2 对 于 任意 的 自然 数 w 和 ww, 我 们 有 
m+nan=min 
成 立 
于 下 对 于 任意 的 自然 数 加 入 , 我 们 有 
m' n= (m to) 《由 引 理 5.1) 
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=> 1 十 17 (由 定义 5.7) 
这 就 完成 了 欲 证 结果 . 
定理 5.6 对 于 任意 的 目 然 数 攻 和 w, 我 们 有 
Tn 一 7 十 7. / 

证 明 实际 上 ,我 们 要 证 明 的 是 这 样 的 一 个 命题 
YmVn(m+n=n+i+m) / (5.5) 
成 立 。 为 此 我 们 令 Pi(m): 一 Vn(m 十 2 一 十 mm)， 这 国有 

P(0) = Yn +n=» -+ 0), 

并 且 令 Pn): 一 0+n 一 x 十 0， 

显然 P(0) 成 立 ， : 

现在 ,假定 对 于 任 一 自然 数 尺 , 我 们 有 PCK) 成 立 ， 即 

0 十 到 一 天 十 0 (5.6) 
成 立 。 我 们 来 证 明 P,(K*) 成 了 并 ;因为 
0+ K+ = (0 + KK) 
= (K+ 0)7 (由 (5.6) 式 ) 
— K+ 
一 天 + 十 0. (由 定义 5.7》 

所 以 , P,(K+) 成 立 。 这 样 ,由 数学 归纳 法 , 束 有 VnPi(m) 

成 立 。 即 P(0) 成 立 。 现在 我 们 假定 对 于 任意 的 县 然 数 五 ， 
都 有 P.(K) 成 立 ; 即 对 于 所 有 的 2， 都 有 


KTn=n+k (5.7) 
成 立 。 现 在 来 证 明 P,(K!) 成 立 ， 因 为 
K+ +rn=Ki+n (由 引 理 5.2) 


一 《天 十 zz) (由 定义 5.7) 
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= (nt kK) (由 (5.7) 式 ) 
一 1 二 K+. (由 定义 5.7) 

所 以 , PLCK+) 成 立 。 由 数学 归纳 法 , 就 有 (5.5) 式 成 立 ， 
这 束 证 明了 欲 证 的 结 柠 . 

定理 5.7 ”对 于 任意 的 目 伏 数 mw, 2 和 K, 都 有 : 

(1) mi(nt+ kK)= (m+n)+ kK, 

(2) min=m+i+Ke>n= K, 

(3) m+n<m+K<*<>n < kK, 

(4) m=n<—mtK<n+ Kk, 

我 们 把 这 一 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

引 理 5.3 ”对 于 任意 的 目 然 数 nw 和 nn, 都 有 

m nm :nn 十 nn 
成 并 ， 

证 明 施 归 纳 于 自然 数 xa, 我们 验证 * ==0 时 ,51 理 成 了 立 ， 
因为 由 定义 5.8, w+ 0 一 0, 并 且 w:0 二 0=0 二 0 二 0. 
所 以 ,我 们 有 

mr*0=m:0+0 
成 立 ， 现 在 假定 对 任 一 目 然 数 天, 我 们 有 


1j+。 开 一 1 天 十 天 (5.8) 
成 立 ， 我 们 来 证 明 
mt 。 天 + = m+* Kt kTt (5.9) 
成 立 ， 这 是 因为 
mteKt=mt. K+mt (由 定义 5.8) 
一 1 天 十 天 十 (1 十 1) 《由 《5.8) 式 ) 
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一 (7 .天 十 玉 十 mp) 十 1 (由 定理 5.7(1)) 


=(m*: K+i+m+Kk)+! (由 定理 5.6) 
一 (mm: 十 mm) 十 (Kk 十 1) (由 定理 5.7(1)) 
一 m+: K++ Kt. (由 定义 5.8) 


所 以 ,有 (5.9) 式 成 立 。 由 归纳 法 , 我 们 获得 了 欲 证 结 入 。 
定理 5.6 ”对 于 任意 的 自然 数 王 与 w， 我们 有 


m= N°* 


成 立 ， 
证 明 事实 上 ,我们 要 证 明 的 是 下 述 命题 - 
/ YmYVn(m :n=n.7m) (5.10) 
成 立 ， 为 此 ,我 们 令 
Plm): = Vn(m n= "1m), (5.11) 
这 时 ,我 们 有 
P(0) = Yn(0 .1#— #1. 0). (5.12) 
这 时 ,我 们 令 PC) 一 0 2 一 2 0. 
显然 P,(0) 成 立 . 
现在 ,假定 对 于 任 一 自然 数 玉 ,， 我们 有 P,(KK) 成 立 , 即 
0 .天 一 天 .0 (5.13) 


成 立 。 我 们 来 证 明 P,(K1) 成 立 ， 因 为 
O00. Kim0.:K+0mK.0+0= Kt+.0. 

所 以 , PCKT+) 成 立 。 这样, 由 数学 归纳 法 , 就 有 VnP,(n) 
成 立 。 即 P.(0) 成 立 。 现在 , 我 们 假定 , 对 于 任意 的 自然 数 
KK, 我 们 有 PCK) 成 立 ， 即 对 所 有 的 4, 都 有 

K'n=n*.k (5.14) 
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成 立 ， 现 在 来 证 明 PCK+) 成 立 . 因为 


Ki.n—K.nt+n (由 5| 理 5.3) 
= nn。*KTn (由 (5.14) 式 ) 
一 2. Kt. (由 定义 5.8) 


所 以 , P(K") 成 并 ,由 数学 归纳 法 , 就 有 定理 5.8 成 立 ， 
定理 5.9 对 于 任意 的 自然 m,n 和 天 ,我 们 有 
(1) 2 (CN 天) 一 人 2 1) 天 ， 
(2) m:nt K)=m*n+i+m'k, 
(3) m:n<m: Ke>(n< KAm 0), 
(4)m:n=m*: K—> (m= 0Vn= kK), 
(5) mA 0NAn<kKk—>mnm-. Kk. 
这 一 定理 有 的 证 朋 留 给 读者 自己 进行 ， 
定理 5.10 对 于 任意 的 自然 数 mw 和 4, 0 < ”， 我 们 有 唯 
一 肉 目 然 数 K 和 唯一 的 卓然 数 i 过 x, 使 得 
mn.*K+i+i (5.15) 
成 立 。 时 z 
证 明 首先 假定 x 0( 即 0 < ”) 成 立 ， 然 后 我 们 施 归 
纳 于 ze; 当 z 一 0 时 ,这 时 令 天 一 0, 7 一 0， (5.15) 式 显 然 
成 立 , 并 且 K, i 是 唯一 的 。 现在 假定 对 于 任意 自然 数 m, 我 
们 有 唯一 的 目 然 数 Ki 和, 度 二 nw, 有 
mn:kKti (5.16) 
成 立 。 现 在 证 明 对 于 m*， 也 有 了 唯一 的 自然 数 及 和 i,, i,<<z， 
使 得 | 
mi kK, 十 (5.17) 


成 立 。 因 为 (5.16) 成 立 ,并 且 羡 < zz 所 以 就 有 六 十 1 二 2 或 
让 十 1 一 成 立 . 

当 记 十 1 过 w 时, 我 们 令 Ki 二 Ki, 六 一 坟 十 1, 此 时 ， 
显然 (5.17) 式 成 并， 此 时 K;, 的 取 法 是 唯一 的 

当 坟 十 1 = nn 时 ,我 们 令 天 一 K 十 1 一 0， 此 时 , 亚 
然 也 有 (5.17) 式 成 立 , 并 且 此 时 K,, 6 的 取 法 也 是 唯一 的 ， 

综 上 ,由 数学 归纳 法 ,我 们 已 完成 了 欲 证 结 采 。 


1 .证 明 ; 
2. 证 明 : 


3. 证 明 : 
4. 焉 明 : 
5 . 判断: 
6. 判断 : 
7. 判 浙 : 
“$8. 判断 : 
9. 判 财 |， 


J 题 
对 于 任 一 自然 数 4, a7 去 0， 
对 于 任意 的 自然 狼 mw， 2 部 有 
mt 一 ni ym 一 天 
13, 即 SY, 
2 汰 3 。 即 oit 入 ot 


{3，4，6} 是 否 传 递 的 . 


{0, 1, {1}} 是 否 传递 的 . 
{0, 1, {1}} 是 否 有 三 层 性 。 
(3，4，6} 是 否 有 三 岐 性 ， 
w+ 是 否 传递 的 ， 


10. 判 嗓 : o”“ 是否 有 三 岐 性 。 
11 .证 明定 理 5.7(1)， 
12. 证 明定 理 5.7(2)。 
13. 证 明定 理 3.7(3)， 
14. 证 明定 理 5.7(4)。 
15. 证 明定 理 5.9(1)。 
16. 证 明定 理 5.9(2)。 
17 .征明 定理 5.9(3) 
18. 证 明定 理 5.9(4). 
19. 证 明定 理 5.9(5 )。 
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第 六 章 知 集合 


本 章 首 先 讨 论 由 任 一 集合 的 所 有 子 集合 所 形成 的 集合 : 
知 集 合 和 客 集 合 存 在 公理 ,进而 讨论 容 集 合 的 几 个 性 质 。 


$1 有 磊 集合 存在 公理 


在 第 一 章 中 我 们 讨论 了 集合 的 子 集合 概念 。 空 集合 是 任 
一 集合 的 一 个 子 集合 ; 任 一 集合 8 是 它 自身 的 一 子 集合 。 这 
样 ,对 于 任 一 非 空 集合 5 而 言 , 它 至 少 有 二 个 子 集 合 , 一 个 是 
空 集 合 人 ， 另 一 是 $S， 当 $ 不 空 并 且 也 不 是 一 单元 集合 时 ， 
必定 还 有 其 它 子 集合 ， 

例 1 集合 2 的 子 集 合 有 名 , 1, {1} 和 2, 共 有 四 个 子 集 
合 。 | 
例 2 集合 3 即 {0, 1，2) 有 子 集合 : $$,1,{1}，{2}， 
{0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, 3 共有 八 个 子 集合 . 

例 3 集合 {2,3,4) 有 子 集合 ; %,{2}, {3}, {4}, {2， 
3},{2, 4},{3, 4},{2, 3, 4}。 共 有 八 个 子 集合 . 

”定义 6.1 对 于 任意 的 集合 5, 把 5 的 所 有 子 集合 汇合 到 

一 起 所 形成 的 那个 集合 叫做 5 的 容 集 合 ， 并 记 做 PCS)， 或 
ps. 


例 4 P(%)= 1%}., 
例 5 对 于 任意 的 一 集合 S$, PC({5}) = {5$, {5}}. 
例 6 PC(2)= {2%,1, {1},2}. / 
例 7 PC3) = {8,1, {1}, {2},{0, 1}, {0, 2},{1, 2}, 
3}, 
全 8 PC({2, 3,4}) = 49%, {2}, 43}, {4}, {2, 3}, 42, 
4},{3, 4}, {2, 3, 4}}, / | 
上 述 例 子 说 明 , 对 于 如 上 给 定 的 集合 来 说 , 它 的 所 有 子 集 
合 都 可 以 汇合 成 一 个 新 的 集合 。 然而 , 是 否 对 一 切 集合 5 而 
” 守 , 都 有 它 的 医 集 合 存在 呢 ? 这 需要 由 公理 给 全 以 你 证 ， 为 此 ， 
我 们 引进 一 条 新 的 公理 ， 
赛 集 合 存在 公理 ”对 于 任意 给 定 的 集合 S, 由 它 的 所 有 
子 集合 组 成 的 集合 , 即 $ 的 宕 集合 P(5) 是 存在 的 . 
由 上 所 述 ,对 于 任意 的 集合 和 w, 我 们 都 有 : 
u € P(S) <—> (uCS) (6.1) 
成 立 。 也 就 是 说 ,对 于 任意 集合 8 而 言 ， 
P(S): = {uluCs}, 


$ 2 有 穷 集合 的 螺 集 合 


首先 ,我们 重申 有 穷 集 合 的 概念 ,这 一 概念 对 于 本 节 来 说 
征 很 重要 的 ， 

定义 6.2 一 集合 3$ 如 果 有 一 个 自然 数 >， 使 得 5 恰好 有 
2 个 元 素 ， 则 集合 S 叫做 有 穷 的 。 
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定理 6.1 车 3S 为 一 有 穷 集合 ,ag S$， 并 且 令 
Si = SUta), 
则 3 的 子 集合 的 数目 恰好 是 5 的 子 集合 数目 的 二 倍 。 

证 明 对 于 5 的 每 一 个 子 集合 ， 都 能 够 附加 上 或 不 附加 
上 上 元素 4 而 形成 8 的 一 子 集合 .由 这 一 过 程 可 以 获得 5 的 所 
有 了 于 集合 。 这 是 因为 对 于 3 的 每 一 子 集合 5, 都 有 $5;C5, 且 
5Utla}CS 成 立 ， 反 之 ,对 于 任 一 集合 9CS。 若 9 中 不 含 
有 ca 则 SCS， 且 也 有 {ajUScsS， 若 se&， 则 8 中 去 掉 
元 o, 其 它 元 素 都 一 定 是 5 的 元 素 。 所 以 5 一 {a}C5。 由 此 ， 
就 证 明了 5, 的 子 集合 的 数目 治 为 8 的 数目 的 二 倍 . 

定理 6.2 对 于 所 有 的 自然 数 xn， 如 果 5 恰 有 ?= 个 元 素 ， 
则 PCS) 就 恰 有 2? 个 元 素 。 

证 明 ”用 数学 归纳 法 来 证 明 这 一 定理 ,也 就 是 说 ,对 于 4 
的 元 索 的 数 用 作 归 纳 。 对 于 每 一 店 然 数 »， 令 4(n) 为 这 样 
的 一 个 命题 : 对 于 所 有 的 集合 8, 若 S 恰 有 7 个 元 素 , 则 PC5) 
人 恰 有 2? 个 元 素 ， 

对 于 命题 4(w) 而 言 ,我 们 恰 须 证 明 下 述 二 点 : 

(1) A4(0) 显然 成 立 。 因为 只 有 空 案 合 S 为 0 个 元 守 , 而 
2 一 1 好 PL(G) 一 4%}, 故 P(9) 恰 有 一 元 素 . 

(2) 对 于 任意 的 目 然 数 xa, 如 果 4(n) 成 立 , 那么 须 推 演 
出 4(w 十 1) 成立。 因为 , 由 假定 S 有 ?个 元 素 , 且 P(S) 有 
2" 个 元 素 。 在 此 假定 下 , 令 5: = SU{a}, cgkS, 即 9 丛 有 
2 十 1 个 元 系 。 由 定理 6.1,3; 的 子 集合 的 数目 恰 为 8 的 子 集 
合 数目 的 2 供 ， 即 3 的 数目 为 2， 2?， 因为 2?t1 一 2， 2"， 
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故 P(S,) 的 元 素 的 数目 恰 为 2:++。 这 就 完成 了 (2) 的 证 明 。 

由 数学 归纳 法 ,这 就 完成 了 定理 6.2 的 证 明 . 

由 定理 6.2 可 知 : ”P(4) 的 元 素 的 数目 为 16，P(5) 的 元 
素 的 数目 为 32, P(6) 的 元 素 的 数目 为 64, P(7) 的 元 素 的 数 
目 为 128, P(8) 的 元 素 的 数目 为 256, P(9) 的 元 素 的 数目 为 
512，P(10) 的 元 素 的 数目 为 1024。 这 个 数目 的 增长 速度 是 
很 惊人 的 . 

如 何 直观 地 表示 出 任 一 有 穷 集合 5 的 窜 集 合 呢 9 这 不 仅 
便于 理解 和 掌握 容 集 合 的 概念 ， 而 且 便 于 掌握 集合 代数 的 运 
算 和 性 质 。 现 在 我 们 介绍 两 种 表述 方法 。 

寡 集 合 的 图 形 表 示 法 

-让 我 们 先 列举 三 个 例子 。 

例 1 用 图 形 表 示 PC2), 它 的 元 素 有 %，{0}，{1}, 2. 
我 们 用 图 1 表示 它 ， 两 元 素 之 闻 的 连 线 表 示 它 们 之 间 包 含 关 
系 忆 成立 ， 并 且 下 边 的 元 素 包含 在 上 边 的 元 素 之 中 。 例如 


图 1 PC2) 的 示意 图 
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图 2 P(3) 的 示意 图 


SC{0}, BC{l}, $C2, {0}C2, {1}C2 等 等 

例 2 用 图 形 表 示 P(3), 它 的 元 素 为 ,40}, {1},143}， 
(0, 1},{0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}, 并 且 它们 之 间 的 包含 关系 
如 图 2. 

例 3 用 图 形 表示 P(4), 它 的 元 素 为 %，{0}， {1},{2}， 
(3},00, 1},€0, 2},{0, 3},{1, 2},{1, 3},{2, 3},{0, 1, 2}, 
{0, 1, 3},{0, 2, 3},{1, 2， 3} 和 {0, 1, 2, 3), 并 且 它 们 之 间 
的 包含 关系 如 图 3 (为 了 图 形 的 简便 ,省 略 自 包含 的 连 线 ). 

由 上 述 例子 不 难看 出 ,任意 给 定 一 有 穷 集 合 5, 不 妨 假定 
Ss 有 7 个 元 素 , = 为 一 自然 数 。 图 形 的 最 底层 (我 们 称 之 为 第 
0 层 ) 总 是 空 集合 ,第 1 层 是 5 的 各 个 元 素 所 形成 的 单元 集合 
( 即 $ 中 任 取 一 个 元 素 的 各 个 组 合 ), 以 此 类 推 , 对 于 任意 自然 
数 K,K 过 ,第 KK 层 就 是 5 中 任 取 天 个 元 素 的 所 有 组 合 。 并 
日 在 第 天 层 到 第 天 十 1 工 层 之 间 有 包含 点 的 就 连 上 线段 。 这 
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图 3 已 4) 的 示意 图 


样 ,在 有 穷 步骤 内 就 可 以 做 出 我 们 的 图 形 来 。 并 且 凡 有 直接 
或 间接 连 线 的 二 个 集合 都 有 包含 关系 ， 低 层 的 集合 包含 在 高 
层 的 集合 之 中 。 同 层 的 二 个 不 同 的 集合 之 间 没 有 包含 关系 . 
图 形 中 每 一 个 点 都 是 P(S) 的 一 个 元 素 。 反之 , P(S) 的 任 一 
元 素 也 都 是 相应 图 形 中 的 一 个 点 . 

塞 集合 的 树 形 表示 法 

这 种 表示 法 是 从 枚 举 集 合 5 (假定 5 恰 有 ”个 元 素 ) 的 元 
素 着 手 ,然后 逐步 作出 它 的 子 集合 ,每 一 子 集合 对 应 于 相应 二 
值 树 上 一 枝 。 这 种 步骤 也 是 一 个 机 械 过 程 。 反之 , 从 S 出 发 
我 们 可 直接 做 出 一 ” 层 的 二 值 树 ， 使 得 该 树 的 每 一 校 都 恰好 
对 应 于 P(S) 的 一 子 集合 。 为 了 弄 清 这 一 过 程 , 先 看 下 面 三 个 
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例子 。 

例 4 S 一 {a, 5}, a 闫 5， 我 们 做 表 1, 使 得 a 与 5 之 
下 的 二 进 制 数 0 0 表示 空 集合 , 即 。, 4 都 不 属于 此 集合 。 数 
0 1 表示 单元 集合 {2}, 因 4 之 下 为 0, 故 4 不 属于 此 集合 ,。 
之 下 为 1, 故 5 属于 它 。， 二 进 制 数 1 0 表示 集合 {a}， 因 为 
4 之 下 的 数 为 1， 故 4。 属于 此 集合 ,5 之 下 为 0， 故 5 不 属于 
它 。 二 进 制 数 1 1 表示 集合 {a, }, 即 5, 因为 a, 之 下 都 
是 1, 故 ,5 都 属于 此 集合 。 另 一 方面 这 四 个 数 可 以 用 一 棵 
二 层 的 丰满 二 值 ( 枝 ) 树 表示 出 来 。 如 图 4 所 示 , 这 一 树 有 一 
个 根 (4 点 ), 引 出 两 个 叉 , 每 一 又 上 在 节点 处 又 分 出 两 个 又 ， 
向 右 的 叉 的 节点 上 标 以 0, 向 左 的 水 以 1, 以 此 类 推 。 这 样 ， 
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图 4 一 棵 2 车 丰 满 的 二 值 树 
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我 们 就 获得 一 棵 2 层 的 二 值 树 ， 所 得 的 二 进 制 数 0 0，0 1， 
1 0 和 1 1 分 别 表示 PCS) 的 元 素 $, {5}, {a}, {a, 5}. 

例 5 令 5 一 {a, 5,c}, 其 中 a 6, 互 不 相同 。 首先 
做 表 2, 然后 类 似 于 例 1, 做 图 5， 这 树 的 每 一 枝 (从 根部 到 树 
叶 ) 代 表 一 个 二 进 制 数 ， 从 而 表示 P(S) 的 一 元 素 ， 所 有 的 校 
(一 共有 8 个 枝 ) 表 示 PCS) 的 所 有 元 素 . 


表 2 

a 6 ¢ PS 

0 0 0 好 

0 0 1 {c} 

0 1 0 {2p} 

0 1 1 {6, c} 
1 0 0 {a} 

1 0 l {a, c} 

] 1 0 分 
1 1 l {a, b,c} 


图 3 一 标 3 层 证 满 的 二 值 树 
例 6 令 5 一 ta， 2， c， dad}, 其 中 5 6, ce, 2 互 不 相同 . 
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我 们 直接 做 一 棵 4 层 丰 满 的 二 值 树 (如 图 6)， 这 一 树 中 每 一 
校 恰 好 表示 P(5) 的 一 个 元 素 。 例如, 从 右 问 左 , 第 一 校 表示 
空 集合 8 , 第 二 校 表示 单元 集合 {4}， 第 三 梳 表 示 单 元 集合 
{tc}, 第 四 梳 表 示 和 集合 {c, 4}, 而 第 十 校 表示 集合 {a,4}, 等 等 . 


加 5 一 棵 4 层 丰 浦 的 二 值 笠 

由 上 述 三 个 例子 不 难看 出 ， 任 给 一 个 具有 个 不 同 元 素 
的 集合 5, 不 失 一 般 性 , 取 自然 数 # 把 Ss 的 元 素 给 以 编号 ( 因 
为 5 为 一 有 穷 集 合 , 它 恰 有 # 个 元 素 , 这 样 做 是 允许 的 ) ,然后 
做 一 2 层 丰 六 二 值 树 , 这 一 树 的 每 一 枝 就 恰好 表示 PCS) 的 一 
个 元 素 。 这 一 树 的 所 有 校 就 表示 了 和 集合 P(S) 的 所 有 元 素 ,从 
而 也 就 表达 了 P(5), 不 难看 出 ,这 种 表示 仅 与 $ 的 元 素 个 数 ， 
目 然 数 * 有关 ,而 与 5 的 元 素 是 什么 并 没有 直接 关系 。 因 此 ， 
我 们 可 设想 对 于 每 一 自然 数 zx， 我 们 早已 做 出 了 ?# 层 丰 满 二 
值 树 ， 由 树 的 梳 与 S$ 的 元 素 的 编号 就 直接 获得 了 5S 的 所 有 子 
集合 , 从 而 也 就 获得 了 集合 PF(S)， 由 此 还 可 获得 定理 6.2 的 
义 一 证 明 方 法 ，。 
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$3 和 硕 集 全 的 初等 性 质 


定理 6.3 对 于 任意 的 集合 5,, 5,, 我 们 有 : 

(1) SCS,—>P(S)CP(S,), 

(2) P(S)CP(S,) 一 SIC 5,, 

(3) P(S) 一 P(S,) > 9 = 5,. 

证 明 先 证 (1) 假定 $C5, 成 立 ， 并 且 对 于 任意 的 集合 
S$, 我们 有 : 


SEP(S)— SCS, (由 (6.1) 式 ) 
—> SCS, 《由 SICS; 和 己 传 递 性 ) 
-> SE€ P(S,). (由 (6.1) 式 ) 


由 于 5 的 任意 性 ,有 SCS ~>P(S)CP(S,). 
(2) 假定 PCS1)CP(5;) 成 并 ,并 且 对 于 任意 的 集合 5, 我 


们 有 : 
SES— {SC ”“” 《由 单元 集合 的 定义 ) 

-> {5} EP{S,} (由 (6.1) 式 ) 
~—> {S$} € PCS,) (由 前 提 P(5,)CP(5S,)) . 
一 {S}CS, (由 (6.1) 式 ) 
-> SE 9:， (由 单元 集合 的 定义 ) 

“SE SS, 一 SE 5 由 5 的 任意 性 , 即 得 到 SCS， 

., P(S.) CP(S,)) 一 SCS， 


“(3) 先 证 P(5,) 一 P(S) 一 9 = 5,. 
已 知 P(5$1) 一 PS)， 冯 有 PSJCP(CS) 且 PCSD)C 


由 有 号 动 得 


P(S， 由 《2), 即 得 到 SC 且 SCS， 由 外 延 公 理 ， 就 有 
5 = 5,, 
髓 全 3 一 9 一 PCS = P(5,). 
已 知 2 一 2， 即 有 SC3S: 且 SCS， 使 用 (1)。 即 可 
得 到 P(S,)CP(5,) 且 PC5;)CP(S,) 由 外 延 公理 , 即 得 
P(S;) = P(S,). 
由 上 述 两 个 步 又 ,我 们 即 得 到 (3)， 
定理 6.4 对 于 任意 的 集合 5., 5;, 我 们 有 : 
P(S)ec P(S ) 一 SEE 5. 
证 明 
P(S1) EP(S) —> P(S.) CES, 
/ —> SEEP(LS)APCS CS 
— 5€ 5,。 
由 上 述 推演 和 一 > 的 传递 性 ,我们 就 证 明了 欲 证 结果 ， 
注 1 定理 6.4 的 六 是 不 成 立 的 。 例 如 , 令 
Si: = 2, 5 = {21}. 
显然 有 51.€ 5,。 然而 
P(S) 一 P(2) = {1%,1,1{1},2}. 
P(S2) = P({2}) = {8% , {2)}. 
显然 P(S,) 和 P(5,). 
定理 6.5 对 于 任意 的 集合 5, 与 5, 我 们 有 : 
(1) P(S) NP(S;) = P(S. A 5,), 
(2) P(S,) UPCS,) CP(S, U 5,). 
证 明 先 证 (1), 对 于 任意 的 集合 5, 我 们 有 ; 
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S EPCS) NPCS,) «> SEP(CS)ANS EPCS,) 
<—> SCSANSCS, 
<—> STS, [lS, 
< > SE P(S/S,), 
.， 由 外 延 公 理 即 得 到 《17 的 结 采 。 
再 证 42) ,对 于 任意 的 集合 5, 我 们 有 : 
SEEP(S JUP(9 —> SE P(S)VSEP(S,) 
-> SCS YSCS, 
-> SCSIUS, 
~—> S&P(S, Us;), 
.有 SEP(S,) UP(S;) 一 SePCS US)。 
由 5 的 任意 性 ,见效 得 (2) 的 结论 。 
注 2 定理 6.5(2) 的 包含 式 不 能 换 成 等 式 ， 这 主要 是 我 
们 不 能 由 SCS US 获得 SCS VSCS。 因 而 双 蕴 涵 推 演 式 
不 能 成 立 。 
例如 令 :一 {1, 2,， 3 一 11，2)， 5,: = 13,4}, 
显然 有 SCSUS9， 但 趣 没有 SCS 或 SCS 成 也 。 
我 们 知道 , 空 集合 和 是 任 一 集合 3 的 于 集合 ， 因此 , 对 于 
任 一 集合 5 来 讲 , 总 有 % € P(5). 
两 个 集合 的 相对 补 集合 的 笑 集 合 与 这 两 个 集合 的 医 集 合 
的 相对 补 是 什么 关系 呢 ? 我 们 米 回 舍 这 一 问题 。 
定理 6.6 ”对 于 任意 的 集合 5, 与 9， 都 有 
P(S; 一 S)C(P(S) 2 P(S,))U{G}, 
证 明 ”因为 对 于 任意 的 不 空 集合 5S, 我 们 有 ; 
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SEP(S 二 9) 一 CS 一 9 一 SCSINSIS， 


—> SEPCS)AS ¢ PS,) 
— SE€P(S) ~ P(S,)., 
由 此 ,就 获得 了 馈 证 结果 ， 


注 3 ”上述 证 明 中 , 当 5 为 空 集合 时 ,由 SC51 一 5, 不 能 
推演 出 SC51 人 人 5K.5,， 事 实 上 , 总 有 8 C5, 所 以 , 空 集合 忆 
是 要 特别 指出 的 。 因 为 BE P(S1 一 $5,)。 然而 

og ¢P(S) = PCS,). 


$ 4 容 集 合 与 传递 集合 


在 第 五 章 中 ,我 们 曾 引 进 了 传递 集合 的 慨 念 ,它们 是 一 类 
很 重要 的 集合 . 
定理 6.7 对 于 任意 的 集合 5, 如 果 5 是 传递 的 , 则 有 : 。 
SCP(S), 
证 明 对 于 任意 的 集合 9, 若 5,€5, 这 时 ， 由 5 是 传递 
合 ,可 知 对 任意 集合 51, 邦 5.€5， 则 有 5S1€ 5。 所 以 ,我 们 
有 5$;CS， 由 此 ，5; € P(S)， 所 以 ,我们 有 SCP(5S). 
定理 6.8 设 5 为 任意 的 集合 ,并且 满足 SCP(S5)， 那 么 
5 是 传递 集合 . 
证 明 因为 ,对 于 任意 和 的 集合 5, 5, 我 们 有 : 
SIE SN SES—> 5€ SNS €P(S) 
— S1€5;N\5CS5 
—> S51.€ 5,。 
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因此 ，SeSASeSy 一 SeES. 即 8 是 一 传递 集合 。 

由 土 述 两 个 定理 ， 我 们 立即 获得 了 传递 集合 的 一 个 地 价 
的 定义 . 

推论 6.1 一 集合 5 是 传递 的 ,当量 仅 当 总 有 SCP(5) 成 
立 。 

一 传递 集合 5 的 元 素 的 元 素 也 是 5 的 元 素 。 一 传递 集合 
的 宪 集 合 是 否 还 是 传递 的 呢 ? “下边 的 定 至 作 了 上 背 定 人 性 的 回 


定理 6.9 若 3 是 任 一 传递 集合 , 则 P(5) 也 是 一 传递 党 
合 ， 
证 明 因为 对 于 任意 的 集合 St，S， 我 们 石 : 
SIE SASEPS)—> HESASCS 
一 >” SIES 
一 > SCS 《因为 3 传递 ) 
-> S1€ P(S)., 
所 以 ,PS) 是 传递 的 ， 
当 P(5) 是 传 雍 集合 时 ,5 是 否 传 违 时 呢 ? 也 就 十 这， 我 
们 已 知 一 传递 集合 又 是 另 一 集合 的 戎 集合 ， 那 么 该 集合 是 否 
也 是 传递 集合 呢 ? 下 边 的 定理 作 了 肯定 性 的 回答 ， 
定理 6.10 若 3 为 任 一 集合 , 并 且 P(5) 是 传递 的 , 则 3 
也 是 一 传递 的 。 
证 明 因为 对 于 任意 的 集合 51, 5;, 我 们 天: 
SIE SSNSIES-—> SE SNSICS : 
~—> S1€ S$,N\ {5,} EP(S) 
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一 > ME 9 人 4 E {S.A {S52} € PS) 
— Si1€ $M\ SS, € P(S) 
一 > SE€ 人 SCS 


一 ”51 E =。 
$1 € $; NM\ S, € Sy —> SE I, 
$ 是 传 刻 的 ， / 
习 是 


1. 试 举 出 在 定理 6.6 中 把 包含 关系 筷 换 成 等 式 不 成 立 的 反例 . 
2. 绍 出 P(5) 的 树 型 表示 法 并 求 出 2(5)。 


3. 计 算 并 化 涪 : 
{PC ), POPC YG ))} UAPOPC GY )), POPOPC GY )))}, 
4. 计 算 并 化 向 : 
{POPCPCG DIT U {POPCG ))}}, 
5 .计算 并 化 简 : 
PAPCPCPCG))), {POPC YH))}}), 

6. 计 算 并 化 向 : 

P(P(P(C YS DN PC )), 
7 .计算 并 化 简 : 

PCPCPC YG )) UP( YG )), 


8 .计算 并 化 简 : 
| PCPCPCY ))) PCP Gg )). 


。 104 。 


第 七 章 ”集合 的 广义 并 与 广义 交 


本 章 讨论 集合 的 并 的 推广 一 -广义 并 , 集合 的 交 的 推 
) 一 一 三 义 交 ,并 且 讨 论 广义 并 与 广义 交 的 性 质 ， 


$1 集合 外 三 义 并 


在 第 一 章 中 我 们 引进 了 两 个 集合 5 与 5; 的 并 ,也 就 是 把 
两 个 集合 5, 与 5; 的 元 素 汇 合 到 一 起 形成 一 个 新 的 集合 5.U 
$s;。 据 这 一 运算 , 还 可 以 有 三 个 集合 的 并 , 四 个 集合 的 并 , 其 
至 对 于 任意 自然 数 > 和 任意 集合 So, 51:，*…,5,, 我 们 都 可 有 
它们 的 并 集合 SUS U US,。 也 就 是 说 ,对 于 任意 的 有 穷 
多 个 集合 ,我 们 都 可 以 形成 它们 的 并 , 但 是 , 对 于 无 穷 多 个 集 
合 能 否 形成 它们 的 并 集 含 呢 ? 若 能 形成 ， 是 否 还 要 附加 其 它 
条 件 呢 9。 这 是 我 们 在 本 节 中 所 要 问答 的 问题 ， 

对 于 任意 给 定 两 个 集合 51 与 5;, 由 无 序 对 集合 公理 ,我 
们 可 以 令 

S: = {5,, $§,}, z 

此 时 ,我 们 求 集合 5, 与 5; 的 并 SUS， 也 可 以 说 是 求 把 
集合 5 的 所 有 元 素 ( 亦 即 5, 与 2) 的 元 素 汇 合 到 一 起 所 形成 
的 集合 ， 
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例如 , 当 S 一 {2, 3},5; 一 {2，5，8,， 9} 时 ,5 一 {{2， 
3}, {2, 5, 8, 9}1，。， 这 于 SUS; 一 {2,3,5, 8，9}， 和 而 把 5S 
的 所 有 元 素 的 元 素 汇合 到 一 起 所 形成 的 集合 也 就 是 {2，3，5， 
8,9}, / 

对 于 任意 给 定 的 集合 5,, 5:，,…… , 5,, 由 无 序 对 公理 和 两 
个 集合 的 并 ,我 们 也 可 形成 一 集合 5 


$; — {50, §1 "++, 5,}, 
此 时 ,我 们 求 集合 D0 O19 “**, Sn 有 的 并 
z SoU SiU:** US,. 


也 可 以 说 是 求 把 集合 5 的 所 有 元 素 ( 即 5,, 51,*…, 5,) 
的 元 素 汇合 到 一 起 形成 的 集合 . / 

这 里 ,“ 把 集合 5 的 所 有 元 素 的 元 素 汇合 到 一 起 ”是 否 对 
于 任意 的 集合 5 都 能 形成 一 集合 呢 9 若 都 能 形成 一 集合 ， 我 
们 如 何 表述 这 一 集合 呢 ? 对 这 两 个 问题 的 肯定 性 的 回答 ， 也 
就 确切 地 回答 了 本 节 开 始 所 提出 的 问题 。 对 于 许多 具体 的 例 
子 来 讲 ,， 上 述 问题 都 是 肯定 无 疑 的 。 但 是 仅 从 前 边 引进 的 集 
合 论 公理 是 不 能 达到 这 一 点 的 。 也 就 是 说 , 我 们 必须 有 新 的 
公理 ， 这 一 新 的 公理 我 们 称 之 为 并 集合 公理 , 第 一 章 引进 的 
简单 形式 的 并 集合 公理 可 以 由 这 里 的 新 公理 和 无 序 对 集合 存 
在 公理 而 获得 。 也 就 是 说 , 简单 形式 的 并 集合 公理 仅 是 一 定 
理 . : : 

并 集合 公理 ”对 于 任意 的 集合 $5, 都 存在 一 集合 51, 5, 的 
元 素 恰好 是 由 S 的 所 有 的 元 素 的 元 素 所 组 成 . 
， 由 外 延 公理 ,上 述 集合 8: 是 唯一 的 ,并 记 做 U5， 称 做 5 
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的 并 集合 ， 换 名 话说， 对 于 任意 的 集合 xs, 我 们 都 有 : 
uw € US 当 且 仪 当 有 一 和 集合 x,xE€E5 并 HwEx。 (7.1) 
也 就 是 z 
u€ US «<*>3r(x€E SANuE x) (7.2) 
或 者 痪 
US: = {ul3x(xrE SAueE xr)} (7.3) 
并 集合 公理 保证 了 对 于 和 任意 的 集合 5,“ 把 集合 5 的 元 素 
的 元 素 汇 台 到 一 起 能 够 形成 一 集合 , 它 的 表述 方式 就 是 用 符 / 
号 “US 来 表达 这 一 集合 。 这样, 不 管 集合 5S 是 有 穷 的 或 无 
穷 的 ,我 们 都 能 给 出 它 的 并 集合 US ( 亦 中 5 的 元 素 的 元 素 的 
汇合 ) ,正如 上 述说 明 的 那样 ,US 是 简单 并 集合 的 推广 . 
注 1 在 刻 划 并 集合 US 时 使 用 的 量词 是 存在 量词 3. 
我 们 是 要 把 集合 S 的 所 有 元 素 的 元 素 汇 合 到 一 起 ,因此 ,一 集 
合 zw; 大 xzx6EUS， 则 必须 有 一 集合 *, x & 5 使 得 xzexr， 反 之 ， 
若 一 集合 *, 使 得 +r€5 且 xcx， 则 xe US， 也 就 是 说 ,只 
要 “是 S 的 某 一 元 素 的 元 素 , 则 we US， 反 之, 若 x€ Us， 
则 x 必须 是 $ 的 某 一 元 素 的 一 个 元 素 ， 当 然 上 也 可 能 是 s 的 
某 一 些 元 素 的 公共 元 《甚至 是 $ 的 所 有 元 的 公共 元 ), 但 这 不 
是 我 们 的 必要 条 件 ， 只 和 要求 属 某 一 个 就 够 了 , 
由 上 述 论 证 ,显然 下 述 定理 成 立 。 
定理 7.1 对 于 任意 的 集合 $: 与 9， 都 有 
SUS = UiS, $3}, 
并 且 由 $51 一 5; 时 ,有 
Ss = U{S}. 
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这 样 ， 由 并 集合 公理 和 无 序 对 公理 就 推 福 出 了 简单 并 集 
合 公 理 , 也 就 是 说 ;后 者 是 我 们 的 一 个 定理 了 。 
特别 地 ,我 们 有 Ul{w} = w. 
定理 7.2 对 于 任意 的 集合 5 与 5,, 都 有 : 
SCS —> USCUS,. : 
证 明 假定 SCS， 这 时 ,对 于 任意 的 集合 z, 我 们 有 : 
weEUS 一 xcExtiAxES (由 (7.1) 式 ,有 一 集合 x*) 
EXANYEG: (由 5.C5;) 
~—> uu € U5,. 《由 (7.1) 式 》 
“WE US—ut US, Wm, USCUS,. 
定理 7.3 对 于 集合 的 集合 3 与 5;, 都 有 
U(S.US,) = US.U US,. 
证 明 假定 «为 任 一 集合 ,我 们 有 
uE UCSUS)<>uExrxAxE(SUS),， (有 一 集合 x+) 
«> UE rhA(rE SIVrxES,) 
<—> (u€E rxAxrES)V(u ErAxrE S,) 
<>u€ USVue Us, 
<»u€ UsSUUS,. 
由 于 x 为 任 一 集合 ,依据 外 延 公理 , 即 得 和 欲 证 结果 ， 
以 后 ,我 们 将 把 US 称 做 集合 5 的 并 ,从 号 "U 称 为 并 集 
合 运 算 符号 ,各 把 S US: 仍然 称 为 集合 $, 与 9 的 并 ,或 称 简 
单 并 ， 
定理 7.4 对 于 任意 的 集合 5, 都 有 
UP(S) 一 3。 
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证 明 对 于 任 一 集合 *, 我 们 有 
wxEUPS)< xcerAN 人 zeEPS) (有 一 集合 xf) 
«> x EuNuCs (有 一 集合 w) 
<—> XES, 
. Vr(x EUP(S)—> rE€ 5), 
由 外 延 公理 ,我 们 就 有 UPS5) = 9. 
定理 7.4 说 明 避 是 车 的 道 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任 一 集合 5， 
先 求 8 的 寡 集 合 P(S)。 再 求 P(S) 的 并 ， 即 获得 3 。 我 们 
知道 ， 对 于 一 集合 S 来 说 ， 它 的 戎 集合 的 元 恰好 是 5 的 子 集 
合子 集合 比 元 素 多 一 层 花 括号 (多 了 一 个 层次 ) ,例如 ， 
S= {a,b}. PS) = {2, {a}, LO {a, 5}}, 
P\S) 的 元 素 ( 除 空 集合 名 外 ) 都 比 5 的 元 素 多 了 一 层 花 括号 。 
见 高 了 一 个 层次 , 而 UP(5) 一 $5，UP(S) 比 RS) 低 了 一 
个 层次 , 少 了 一 层 花 括号 ， 并 且 一 般 说 ,对 于 有 穷 集 合 5 而 言 
Us 都 比 S 要 低 一 个 层次 . / 
注 2 当 5 一 {2B} 时 ,US = 2 即 , U{2} 一 名， 到 
了 空 集合 , 即 到 了 层次 最 低 (0 层 的 集合 》 够 个 能 得 低 了 ,天 
且 ,由 定义 可 知 ;: UB = : 


$2 集合 的 广义 交 


对 于 任 总 双 定 的 两 个 集合 5 与 %， 由 无 序 对 集合 公理 ， 
我 们 可 以 令 
5: 一 {5 S,}。 
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此 时 ， 当 我 们 求 集合 5 与 9 的 交集 合 SinS， 即 3: 与 
5; 的 共同 的 元 素 组 成 的 集合 ， 我 们 也 可 以 说 这 是 把 集合 的 所 
有 元 素 《〈 即 5, 与 %) 的 公共 元 素 汇 合 到 一 起 所 形成 的 集合 ， 
这 时 ,我 们 也 可 以 把 上 述 求 出 的 集合 记 做 (15。 即 我 们 有 : 

Ns = $8,. 

大 5 为 191, $1, 5}， 显 然 有 : 

NS = 5,N 8;N 5,. 

一 般 说 , 当 5 为 一 不 空 集合 时 ,我 们 就 可 以 考虑 把 集合 5 
的 所 有 元 素 的 公共 元 素 汇 合 到 一 起 去 形成 一 集合 ,当然 , 当 4 
的 所 有 元 素 没有 公共 元 素 时 ,这 一 汇合 就 是 空 集合 ， 为 了 确 
切 地 说 明 这 一 概念 ,我 们 引进 下 述 定义 。 

定义 7.1 对 于 任意 的 不 空 集 合 5, 我 们 用 nmS 表 示 把 5 
的 所 有 元 素 的 公共 元 素 汇 合 到 一 起 所 形成 的 那个 集合 ， 记 做 
nS, 并 称 做 3 的 交集 合 . 

对 定义 7.1 的 合 靶 性 , 即 对 于 任意 不 空 集合 5 来 说 ，/5 
的 存在 性 问题 ,我们 将 在 下 一 章 中 给 出 证 明 . 

人 1 令 5=={{3,5}), {5, 8}}, 这 时 03 一 {15)， 

例 2 nts = 

例 3 由 to = wv. 

注 3 在 定义 7.1 中 ,我 们 强调 集合 5 不 空 ， 这 点 是 很 重 
要 的 ,按照 这 一 定义 ,对 于 任意 的 不 空 集合 5, 我 们 都 有 一 新 
的 集合 f15, 关于 5 不 空 这 一 条 件 ， 我 们 将 在 下 一 章 加 以 说 
明 ， 另 一 方面 , 任 一 单元 集合 {5}, 我 们 已 有 

UiS; = NS} 
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成 立 。 虽 然 , 对 于 一 般 情 况 来 说 , 即 对 任 一 不 空 的 集合 5, 我 
们 都 有 
NSCUS 
成 立 ， 
由 上 所 述 ,对 于 任意 的 不 空 集 合 5, 这 时 我 们 都 有 一 集合 
NN5， 使 得 对 于 任意 的 集合 x, 都 有 
u€《 NS 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 集合 x, 若 x €5, 则 zeyx。 
换 句 话说 ,就 是 : 
u€ (1\S > Vr(xES—>uUtx),. (7.4) 
也 就 是 : 
NMS: = {ulVr(x ES— Er)}. (7.5) 
注 4 这 里 的 量词 是 全 称 量词 Vv， 它 要 求 的 是 , uw € NS 
时 ,x 就 必须 属于 5 的 所 有 元 ,也 就 是 说 ， 对 于 所 有 的 集合 x， 
若 x€5, 则 wex， 
定理 7.5 对 于 任意 的 不 空 集合 $: 与 5;, 部 有 : 
SiCS,— NSCS 
证 明 假定 5,C5,， 这 时 ,对 于 任意 的 集合 u, 我 们 有 : 
u € NS —> (+€S,~—>u€ +) (任意 集合 *) 
—> (rE Si~—>u€Er) (由 SICS)) 
— u€ 15. 
这 样 ,对 于 任意 集合 x, 都 有 
un € NS— ENS 
所 以 ,由己 的 定义 ,有 5:CUS. 
定理 7.6 对 于 任意 的 不 空 集合 5 与 5 部 有 : 
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nsSns2) 一 和 SS 

证 明 对 于 任意 的 集合 x， 我们 有 

u € ICS US)) > (x ES US we x ) (对 任意 x*) 
«> (XESIVIE SI—>uExr) 
«> (rES—>uEr)N(rE SI—>uUEx) 
<—>u€ NSM\sE NS, 
< 一 4 们 >:。 

由 外 延 公理 ， 即 得 欲 证 结 
/ 生 上 光明 中 使用 了 生计 给 区 加 定价 7.7， 


3 对 传递 集合 的 封闭 性 


现在 ,我 们 来 讨论 广义 并 与 广义 交 运 算 对 于 传递 集合 的 
封闭 性 . 
定理 7.7 对 于 任意 的 集合 5, 若 3 是 传递 的 ,， 则 局 也 
是 传递 的 。 
”证 明 设 *, ?为 任意 的 对 象 ,我 们 有 
yeEyAyEUS 一 xcEyAzESA7Ez (有 一 集合 z) 
~—>x€EYyNYIES (因为 $5 传递 ) 
—x€ USs, 
因此 ,我 们 有 
x*EYNAYIE US-—>r€ US. 
也 就 是 说 ,U5 是 传递 的 . 
定理 7.8 对 于 任意 的 不 空 集合 5, 若 8 的 每 一 元 素 都 是 
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传递 集合 时 , 则 ns 也 是 传递 的 。 
证 明 设 *, ?为 任意 的 集合 ,我 们 有 
xEyNYENS—>xEyA 人 (ztE5 一 ye xz) ( 任 一 集合 >) 
>rEIN(zESVyEz) 
—> (xE€EyMNz ES)N(xEyNYE 2) 
~—> (xEy 作 z¢kS)VxEz (z 的 传递 性 ) 
—> (x€YyVrE2)N\ (zg SVxE 2) 
~> (xs€S—>xE€2) 
~— x€ fs., 
在 上 述 推演 中 ， 由 xEy 人 ye zx 推 得 x€ x 时 用 到 x 是 
S 的 一 元 素 。 所 以 * 是 传递 的 . 这 样 我 们 就 获得 本 : 
xcEyANAyecns 一 xc<ns。 
这 就 获得 了 我 们 的 欲 证 结果 . 
上 述 二 个 定理 的 前 提 是 有 所 不 同 的 ， 定 理 7.7 的 条 件 是 
S$ 是 一 传递 集合 。 而 定理 7.8 的 前 提 条 件 是 5 的 每 一 元 都 是 
传递 的 ， 现 在 我 们 把 定理 7.7 的 前 提 条 件 改 为 “5 的 每 一 个 元 
都 传递 ”, 是 否 仍 有 结果 “5 传递 " 呢 ? 男 一 方面 ,把 定理 7.8 
的 前 提 条 件 改 为 “5 传递 ”是 否 仍 有 结论 “03 传递 呢 ? 我 
们 现在 来 回答 这 两 个 问题 。 首先 我 们 用 下 一 定理 断定 第 一 个 
问题 有 肯定 性 答案 的 . 
定理 7.9 对 于 任意 的 集合 5, 若 5 的 每 一 元 都 是 传递 
的 , 则 US 是 传递 的 . 
证 明 设 x+,y 为 任意 的 集合 ,我 们 有 : 
xcEyAyEUS 一 zeEyAseSA7Es 《有 一 集合 >) 
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一 cz 人 ES 《sg 传递 ) 
x€ Us. 
因此 ,我 们 有 
: rEyMyeE US—xé€ Us. 
也 就 是 说 ,U5 是 传递 的 . 
更 在 回答 上 述 第 二 个 问题 ， 它 的 肯定 性 回答 表现 在 下 一 
定理 及 其 推论 中 ， / 
定理 7.10 对 于 任 一 不 空 的 传递 集合 $5, 都 有 2 € 5， 
证 明 假定 定理 不 成 立 , 即 名 5， 这 时 ;由 正则 公理 , 5 
中 有 一 极 小 元 y, 即 yES 且 yn 一 名。 由 假定 ,我 们 可 知 
?7 关 好 ,这 时 由 正则 公理 , 必 有 一 集合 >, 使 得 x*E7y 且 站 7 一 
如。 然而 由 ye€ 5,z€y 和 S 传递 ,得 到 z€5, 这 与 7Y 人 S$ 二 多 
相 了 矛 磊 ,由 此 ,定理 得 证 . 
推论 7.1 若 5 是 一 非 空 的 传递 集合 , 则 人 5 = 名 ,所 以 
NS 是 传递 的 . 
证 明 册 定 理 7.10, 知 8 传递 ;总 有 好 上 ES， 所 以 人 3 = 
2. 


4 有 关 广 义 并 和 广义 交 的 某 些 定律 


定理 7.11 对 于 任意 的 集合 5, 与 5,, 我 们 有 下 述 定律 成 
YY: 


1) 带 * 的 节 , 表 示 这 节 内 容 较 难 , 初 学 者 可 咯 去 ， 
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(1) SUnsS: 一 fts UxlxekeSj (其 中 人 8 为 一 不 空 集 
合 )， 
(2) SN US,= US fxrlxe 5,}. 
在 证 明之 间 ， 我 们 先 就 有 关 符 号 的 使 用 给 出 一 个 简短 的 
说 明 ， 
{SUxlzeS = {9|y: = SiUx HB x€ 5,}, 
{SiNNxlx€ Sa}: = {9 |; = SNr 8 xe S$}. 
这 样 定义 出 来 的 集合 的 写 靶 比较 直观 ， 对 于 分 配 律 的 理 
解 直 观 ， 而 等 式 (1)、(2) 的 右边 实质 上 表现 了 广义 交 与 广义 
并 的 推广 。 
因为 NS = ntzlzeS， (3 为 非 空 集合 ) 
1€ NS > Yrx(x€E S—>1€x), 
由 此 有 ， 
i € MN{SiUrIrE SY > Vr(x EE SI—>1€ SUr), 
同样 ， 
i€ U{Sf rlr € S} <—> 3r(x € SA ES (Nr), 
这 是 因为 : 
US 一 Uixlxe3j， 
1 E US <> 3axrCxzeSAreEz)， z 
不 难看 出 ,上 述 推广 都 是 人 很 自然 的 ,下 边 我 们 给 出 上 述 定 
理 的 证 明 . 
证 明 先 证 公式 (1), 对 于 任意 集合 1, 我 们 有 : 
1€SiU NS >t€ SViE NS 
<—> /1€ SI VVr(x ES —>1€Ex) 
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< 一 > 1€E SIVVar(r RS ViErx) 
<> Yrx(2E SVr& SViEr) 
(<> Yx(x KE SIViE SIVIEYx) 
«> Vx(x€ 5,—> (1€ SViEx)) 
> Vr(xE€ Si-—> (1€ SUrx)) 
<—>zE€ (VN{SiUxr|x€ $5}. 
由 于 :的 任意 性 和 外 延 公理 ,我 们 就 获得 了 欲 证 结果 ,请 
读者 注意 ,在 上 述 证 明 过 程 中 用 到 了 命题 逻辑 的 规则 1.3 和 
1.23 (4 一 B)<> ("TAYVB) 为 永 真 命题 。 
并 且 也 使 用 了 谓词 逻辑 的 规则 : 
(AVYVzxB(x) 二 > Vx(AYV B(x)), (7.6) 
其 中 变 元 * 不 在 4 中 出 现 ， 这些 规则 在 直观 上 都 是 很 消 楚 很 
显然 的 。 如 同 我 们 在 自然 语言 中 讲话 一 样 ,我 们 说 张 三 今天 
来 这 里 或 者 李 四 今 天 来 这 里 ”当然 和 说 “ 李 四 今 天 来 这 里 或 者 
张 三 今 天 来 这 里 "含意 是 一 样 的 ,效果 是 一 样 的 。 同样 道理 也 
可 理解 (1.23). 读者 可 以 给 出 它 的 真 值 表 的 等 价 性 的 证 明 . 
对 于 (7.6) 情 况 当然 要 更 复杂 一 些 , 但 是 只 要 注意 到 “* 与 4 无 
关 ,问题 也 是 不 难 理解 的 ,这 样 一 些 规 则 我 们 可 以 当 作 日 前 她 
维 常 用 的 规律 而 使 用 之 . 
再 证 (2) ,同样 ,对 于 任意 集合 六 我 们 有 : 
1€E SNUS >te SNAre US, 
«>£CS AIr(rE SAreExr) 
<—> Irlr EE SALE SALE YX) 
<—> Ix(x € $A1E Sx) 
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«>z€ U{SNzx|x € 5,). 
类 似 地 ,就 获得 了 欲 证 结果 ， 
在 上 述 推 注 过 程 中 使 用 了 训 词 逻辑 的 规则 
AV3ArB(x) <—» 3r(AV B(x)), (7.7) 
其 中 变 元 * 不 出 现在 公式 4 中， 这 一 规则 在 直观 上 也 是 容易 
理解 的 ， z 
关于 这 种 符号 表示 的 另 一 个 例子 ,假设 集合 5, 和 3: 部 是 
芳 虑 中 的 集合 . 那么 集合 
{S ~ x|Ix€S,! 
的 元 是 5, 的 元 的 相对 于 5; 的 补 集合 ,部 对 于 任何 z， 
1€ {5, ~ XIXE Si} < 一 Ix(x ESINz — $x ), 
同 理 ，{Px|x€ 51} 是 下 述 定义 的 集合 
1 € {Pxrlxr ES} <—> 3x(x € SMNz = P(x)), 
能 使 证 明 任何 这 样 一 个 集合 邦 是 存在 的 . 
达 。 摩尔 根 定 律 ( 对 于 集合 8 关 名 ) 
Si US= NN{S,— xlx€ 5,}, 
S$S; ~ (lSi= US xIr€S}, 
如 果 USiCS， 则 此 定律 可 写成 
-US 一 nx*lzrecSj， 
一 人 3 一 Ut 一 xxe3j。 
其 中 一 x 理解 成 8 -~ x. 
例如 ,为 了 证 明 对 于 非 空 集合 $S， 等 式 
: 3 -US = NN{S— xlxe€S} 
成 立 , 我 们 可 以 按 下 述 方 式 证 朋 : 
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i€ 5; 一 US51 一 ze 59, 但 :不 属于 Si 的 元 
> E55; 一 x 对 于 5 中 的 每 一 元 x* 
—1€ {SS rlxr€S}, : 
而 且 ,把 每 一 步 反 过 来 ,使 得 "一 >” 能 够 变 成 < 一 >”.。 【请 读 
者 注意 ,什么 地 方 用 到 5, 关 2?) 
关于 符号 表示 的 一 个 注释 ， 存 在 关于 并 与 交 的 某 些 其 它 
的 书写 式样 ,我们 已 经 用 过 ,例如 , 当 5; 为 不 空 集合 时 ， 
(NV {SUxlx € S,} 
可 以 写成 
NN (Si Ux), 
U1{S; 一 x|x E51} 可 以 写成 
测 (S$; 一 *), 


US.Uxlx€ 53} 可 以 写成 


UJ Si Ux, 
习 题 
1. 邻 5: = {13, 5}, {5， 8, 9}}， 计 算 ; 
(1) US, 
(2) U US. 


2. 计 算 并 化 简 : 
(1) Ut{0,1, {1}, 2}, 
(2) Ut{0,1, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2+:, {1, 2}, {1, 3}}, 
3. 设 5 为 任意 的 不 空 集合 , 试 证 明 ; 
stP(US) 
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[二 


成 立 , 并 指出 在 什么 条 件 下 ,可 以 把 包含 号 换 成 等 号 呢 ? 

4. 设 5 为 一 传递 集合 ,证 明 9$ 是 一 传递 集合 . 

5. 设 5 与 3 为 二 传递 集合 ,证 明 : SU 5, 是 一 传递 集合 ， 

6. 设 S 与 3S: 为 二 传递 集合 ,证 明 : Sns: 是 一 传递 集合 。 

7. 证 上 明 : 对 于 任 一 集合 5S, 5 是 传递 的 当 且 仅 当 USCS。 

8. 试 给 出 集合 x* 和 ?的 例子 ,使 得 / 

: (1) x*Ny x%, 

(2) nxnny 关 neoxzny)， 
同时 成 立 . z z 

9. 计算 ; 

(1) U{PCP(PCG))), POP(G )), PCY ), 2}, 

(2) U{P(P(P( YZ))), P(G), 2). 

10. 计 算 : 

(1) AN {PCP(PCG))), POP(G)), POY ), 8 }, 

(2) MPCPCPCG))), PCP )), POG )}, 
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第 八 章 ”得 卡 尔 积 与 分 离 公理 


本 章 首先 引进 有 序 对 集合 ,一 方面 为 了 讨论 笛 卡 尔 积 , 另 
一 方面 它 本 身 也 有 着 重要 的 作用 . 本章 $ 2 引进 稍 卡 尔 积 的 
概念 , 并 建立 它 的 合法 性 定理 , $ 3 引进 分 离 公理 模式 ， 讨 论 
分 离 公理 模式 的 基本 含义 和 作用 .$4 给 出 分 离 公 理 模 式 的 
四 项 推论 ,从 分 离 公理 模式 出 发 ,交集 合 公理 和 相对 补 集合 公 
理 都 已 变 成 了 明显 的 推论 ,也 就 是 说 ,它们 仅仅 是 分 离 公理 模 
式 的 一 种 特殊 的 形式 ; 由 分 离 公理 模式 还 可 以 证 明 广 义 交 集 
合 的 存在 性 定理 ; 并 且 使 用 分 离 公理 模式 我 们 还 可 证 明 : 不 
存在 一 集合 使 得 每 一 集合 都 是 它 的 元 素 。 这 些 概念 和 定理 对 
于 集合 论 来 讲 都 是 很 基本 的 ， 读 者 应 当 弄 清 这 些 基 本 概念 和 
结果 ,初步 学 会 这 种 论证 方法 . 


$1 有 序 对 


恰好 有 两 个 元 素 s， 5, 而 且 a 在 前 ,b 在 后 , 这 种 集合 叫 
做 有 序 对 , 和 以 前 谈 到 的 无 序 对 不 同 , 它 的 元 有 确定 的 次 序 ， 
这 叫做 有 序 对 集合 , 记 做 《a, 5》, 这 种 集合 该 如 何 定义 呢 ? 也 
就 是 说 ， 如 何 利用 已 有 的 集合 〈 主 要 是 单元 集合 和 无 序 对 集 
” 合 ) 来 定义 有 序 对 集合 呢 ? 历史 上 曾 出 现 过 不 同 的 定义 法 ， 
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1921 年 波兰 数学 家 库 兰 达 夫 斯 基 (KK. Kuratowski) 给 出 了 一 
个 定义 ,大 家 都 感到 满意 ,现在 已 成 为 公认 的 定义 了 。 
定义 81 《a, 5): = {{a}, {a, 0。 . 
由 定义 8.1， 集合 “a, 5》 显 然 是 比 a, 2 高 二 层 的 集合 ， 
是 它们 的 集合 的 集合 。 为 了 证 明 这 定义 网 合理 性 , 必须 证 朋 
这 个 集合 由 4 与 b 唯一 决定 了 , 而 且 给 出 4a, 27 时 也 唯一 决 
定 了 < 与 2 以 及 它们 的 顺序 ， 比 如 无 序 对 集合 有 : 
一 1 
而 不 管 a, 5 的 次 序 ; 有 序 对 集合 则 不 然 ,在 一 般 展 痪 下 
a, 6b) FF 《b, a), 
这 就 是 “ 序 ” 的 要 求 . 
定理 8.1 《xy 一 《xz ?7 当 且 仅 当 2 一 * 并 且 >” 一 》。 
证 明 当 * 一 kx 7》 一 "时 ,有 
{x} = {u}, lu, v} = {x, y}, 
当然 就 有 {{x}, {x,， 7)} 一 {{z}, {w,v}} 了 , 即 证 得 了 
(x, y) 一 (u, v). 
现在 我 们 假定 〈x, y》 = 《xy)， 即 
{{x}, {2, 7) 一 [to fo 0)}. 
因此 天: 
{a}e {{x}, {x, 7y}}, 
{u,v} € {{x}, (x, 7}}. 
由 第 一 个 式 子 ,我 们 可 获得 下 二 式 必 有 一 个 成 立 : 
(1) {x} 一 {x} 或 Q2) {x} = {xr, 9}; 
由 第 二 个 式 子 ,下 二 式 必 有 一 个 成 立 : 
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(3) {ws 四 一 {z} 或 (4){w v} = {x, 9》}. 
大 (2) 成 立 , 可 得 ww 一 x 二 了， 这 时 , 当 (3) 成 立时 ,就 有 
v= r= ) 
(类 似 地 ; 当 (4) 成 立时 也 同样 有 v 一 x 一 x 一 y); 荐 (1) 成 
立 , 可 得 x* 一 x 并 且 (4) 成 也， 就 有 v” 一 ?或 者 xx 一? 成立。 
当 #* 一 7 时 ,这 时 (2) 成 立 , 即 不 管 怎 样 , 都 有 
VHX=}y) 

当 v 一 y 时 ,也 是 我 们 所 希望 的 结果 ， 

根据 定义 8.1 和 定理 8.1, 可 以 把 平面 上 的 一 个 上 后 看 作 -- 
个 有 序 对 集合 (x, y7 ， 它 的 第 一 个 元 素 是 平面 上 点 的 横 坐 
标 分 量 , 第 二 个 元 素 7 就 是 平面 上 点 的 纵 坐 标 分 量 。 平面 上 
点 的 这 种 表示 法 是 俏 卡 尔 在 集合 论 产 生 之 前 就 给 出 了 ， 现 在 
是 用 集合 论 的 方法 定义 有 序 对 ， 并 把 它 作为 一 种 集合 来 处 理 
问题 ， 
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定义 8.2 .对 于 任意 的 两 个 集合 5,, 5;， 我 们 汇集 所 有 这 
样 的 有 序 对 集合 (x, 分 (其 中 x € 51，y &€ 5,) 成 为 一 个 整体 ， 
即 

Si X $5: = {gz|3r3y(x E S AVE SNz = (xr, 7)}, 
叫做 51 与 5; 的 第 卡尔 乘积 或 卡 氏 积 . 

定理 8.2 对 于 任意 的 集合 S 与 9， 它们 的 符 卡 尔 乘 积 
S, X 5S; 也 是 一 集合 。 
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证 明 首先 着 x*€ 5,yES， 则 《x, y》€ P(P(S)), 亦 即 
4x, 》7 属于 5S 的 竹 集 合 的 军 集 合 , 这 是 因为 : 
xc HH yeES, 
由 子 集合 的 定义 ,有 : : 
(x1CS 且 {x, y}CS, 
由 匡 集 合 的 定义 ,有 : 
{x} EP(S) 且 {x, y} € PCS), 
由 子 集合 的 定义 ,有 : 
tx {x, y}}CEP(S), 
再 由 只 集 合 的 定义 ,有 : 
tix}, {x, y}} € P(P(S)), 
妇 
(x, y) € P(PCS)). 
其 次 , 当 x*€5,，y€ 5 时 , 取 5: = S1U 5S;， 自然 有 
(x, 2 € PCPCS US2))。 
第 三 ,由 5; X 5; 的 定义 ,显然 有 : 
$1 Xx 5.= {2z|z EP(PCS,US,))N 3xr3y(x EE SN\yES Nz 


— 《x, 7))}。 
由 此 ,我 们 已 获得 
$; X §,CP(PCS,U §;)). (8.1) 
并 且 5 XxX 5; 的 任 一 元 Z 都 满足 条 件 / 
3x3y(x E SAyESAZ = (rx, ))). (8.2) 


在 下 节 读 者 将 会 看 到 (8.1) 和 (8.2) 式 保证 了 5 X 5 是 
一 集合 。 四 
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注 1 由 定义 8.2, 当 3 一 0 或 9 一 人 时 ， 
Si X $= @,， 
即 对 任意 的 集合 5, 我 们 都 有 
SX@=@ XxX = F, 
这 是 因为 ;对 任意 的 集合 *， 由 定义 8.2 都 有 
ES XS,<> 3x3y(xX E SAyE HAz = 4 y> ). 
但 是 ，y&€ 外 恒 假 ,因此 双 冀 涵 词 < 一 右边 的 命题 
z 3x3y(x E SAyE GB Az =— (rx, y)) 
恒 假 , 由 此 ，*eS xX 3 亦 恒 很 。 所 以 SX 8 一 B， 类 似 
地 可 获得 $6 Xx 5 一 8. 
注 2 一 般 来 说 ,除非 在 特殊 情况 下 ，, 省 卡尔 乘 是 不 可 交 
换 的 。 例如 令 S 一 12 5; 一 {43}, 147，{w}}， 这 时 我 们 
Si X S23 = {42, (372, 42, {4}2, 42, {0})}, 
S2 X 8S = {4{3}, 2), 《4}, 2), 《lw}, 22}, 
很 显然 ，S, X 5, 天 8 X 5, 


$3” 分 离 公 理 模 式 


我 们 来 考察 (8.1) 式 ,已 知 5 与 5; 为 二 集合 , 由 二 个 集合 
的 并 , 得 到 SiU 5, 是 一 集合 , 两 次 使 用 每 集合 公理 , 即 得 到 
P(PCS.US)) 为 一 集合 。 (8.1) 成 立 就 表示 5, X 9 为 集合 
P(PCS.US)) 的 一 部 分 ( 当 我 们 知道 5, X 5， 是 一 集合 时 ,我 
们 就 可 以 说 5, x 5， 是 集合 P(P(S US)) 的 一 子 集合 。 但 
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是 仅 由 (8.1) 式 还 不 能 断定 5; x 9 是 一 集合 )。 可 依据 第 
一 章 中 给 出 的 公式 的 形成 规则 , 验证 (8.2) 式 是 一 个 公式 , 它 
表达 一 种 性 质 或 一 个 条 件 ， 仅 仅 是 满足 一 条 件 的 所 有 对 象 也 
不 一 定 能 够 汇合 成 一 个 集合 。 但 是 同时 满足 这 两 个 条 件 的 对 
象 能 和 否 汇 合成 一 集合 呢 ? 仅仅 使 用 已 陈述 的 公理 是 不 够 的 ， 
是 不 能 断定 它 是 一 集合 的 ， 这 就 需要 我 们 引进 新 的 公理 ， 

分 离 公理 模式 ”对 于 任意 的 集合 5 和 任意 的 公式 4(%)， 
都 存在 一 集合 5,, 使 得 

So= {rlx€ SA ACx)}. 

也 就 是 说 , 5, 是 由 5 中 满足 条 件 4(*) 的 所 有 元 素 所 组 
成 。 当 我 们 用 图 形 来 描述 集合 5, 与 已 知 集合 S 和 条 件 4(*) 
的 关系 时 ,就 会 获得 一 个 直观 形象 的 说 明 ( 见 图 1 ). 图 le 是 
表示 满足 4(x) 的 所 有 集合 x 的 一 种 汇合 ,如 前 所 述 , 它 不 一 
定 是 一 集合 ,至少 仅仅 依据 它 还 不 能 判断 它 是 一 集合 。 图 18 
表示 已 知 集合 5. 图 1c 的 阴影 部 分 表示 满足 上 述 二 条 的 公共 
部 分 ,这 就 是 %， 由 分 离 公理 断定 它 是 一 集合 .断定 5, 是 一 集 
合 ,这 也 正 是 分 离 公理 的 内 容 和 它 所 起 的 作用 。 


4(2) 
i A(x) 


a b ce 
1 ”分离 公理 模式 示意 图 
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在 使 用 分 离 公理 时 ,常常 是 这 样 的 ,如 已 知 某 个 类 的 每 一 
元 都 满足 一 给 定 条 件 ,但 不 知道 这 个 类 是 否 能 形成 一 个 集合 ， 
(也 就 是 说 ,已 知 一 条 件 4(x)， 满足 这 一 条 件 的 所 有 集合 * 
能 否 组 成 一 集合 昵 ?) 这 时 ,我 们 只 需 找到 一 个 集合 ,使 得 满足 
这 些 条 件 的 每 一 元 *， 都 有 2* 上 83S。 由 此 , 即 可 断定 

{x| 4(x)} : 
组 成 一 集合 ;因为 这 时 我 们 有 
{x|A(x)} 一 人 zzeceSALCz)}， 
而 等 式 有 边 , 由 分 离 公 理 显 然 是 一 集合 ， 用 图 形 来 描述 上 述 
论证 时 , 这 就 是 我 们 已 知 满足 公式 4(x) 的 所 有 集合 组 成 如 
图 24 的 图 形 。 但 这 时 我 们 还 不 能 断定 它 组 成 一 集合 ,于 是 我 
们 寻找 一 集合 5, 使 得 ; : 
Vr(A(x)—> x€S) (8.3) 

成 立 ， 这 时 就 有 图 25, 即 其 中 带 阴影 的 部 分 为 一 集合 了 ， 

定理 8.2 的 证 明 也 是 按 上 述 思路 进行 的 ,因为 (8.2) 式 正 


图 2 分 离 公理 模式 的 应 用 示意 图 
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是 S, x 5S, 的 定义 的 条 件 ,由 这 一 条 件 不 能 直接 断定 5, x 5， 
是 一 集合 ,于 是 就 要 求 找到 一 集合 5, 使 S, x SC3S， 我 们 从 
集合 5 与 5; 出发， 逐步 地 构造 了 集合 S,US;，P(S.US:) 和 
P(P(S1U 5;)), 后 者 就 是 我 们 要 寻找 的 集合 5S， 这 样 由 分 离 公 
理 。 就 获得 了 欲 证 结果 . / 
这 一 公理 的 名 称 是 由 任 给 一 非 空 集合 5，、 有 许多 5 的 子 

合 ， 但 是 这 些 子 集合 如 何 获得 呢 9 当然 ， 任 一 集合 *， 若 
x€5， 则 {x} 是 5 的 一 子 集 合 。 任 二 集合 zx，7， 若 x&€5， 
ye S， 则 {x，y} 也 是 S 的 一 子 集合 。 但 是 按照 这 种 方法 只 
能 得 到 某 些 有 穷 子 集合 ,而 不 能 获得 $ 的 无 穷 的 真子 集合 ( 当 
s 是 一 无 穷 集合 时 )。 如 何 获得 具有 确定 性 质 的 无 穷 子 集合 
呢 ? ”由 确定 的 公式 就 可 分 离 出 具有 确定 性 质 的 无 穷 子 集合 ， 
用 公式 ( 即 条 件 、 性 质 ) 分 离 出 s 的 子 集合 ,这 就 是 “分 离 * 一 
的 含义 ,因为 获得 的 总 是 5 的 某 一 子 集合 , 所 以 , 有 时 也 称 它 
为 子 集合 公理 ， 

” 例 1 令 公式 4(x) 为 3y(y Ew 人 x 一 2y), 这 时 集合 

Si: = {x|x€E wh A(x)}, 
就 是 通常 讲 的 偶数 集合 ,也 就 是 说 w 的 由 公式 4(x) 分 离 出 
的 子 集合 (当然 它 是 一 无 穷 集合 )、5, 是 通常 的 偶数 集合 ， 
例 2 令 公式 B(x) 为 3y(y Ew 人 x 一 2y 十 1), 这 时 集 
合 
S$ = {rlx Ew A B(x))}, 

就 是 通常 讲 的 奇数 集合 。 也 就 是 说 ,wo 的 由 公式 B(x) 分 离 
出 的 子 集合 5; 是 通常 的 奇数 集合 . 
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注 3 现代 集合 论 的 研究 表明 一 无 穷 集合 ,比如 w， 它 的 
子 部 分 不 一 定 是 一 集合 。 也 就 是 说 , o 的 某 些 子 部 分 并 非 是 
经 过 某 些 公式 分 离 出 来 的 ， 那 么 这 些 子 部 分 就 不 一 定 能 汇合 
为 集合 。 这 一 事实 更 说 明了 分 离 公 理 的 重要 性 . : 

注 4 分 离 公理 模式 中 的 模式 ”一 词 表 示 它 不 是 一 条 公 
理 ,而 是 无 穷 多 条 公理 的 其 同 模式 ”, 换 名 话说 , 对 于 任意 公 
式 44x)， 都 对 应 一 条 公理 , 它 可 以 写成 

VydzVx(x Ez<—>x€E yA A(lx)). 

其 中 “Vy 意思 是 指 任意 的 集合 y。 在 我 们 陈述 分 离 公 理 模 
式 时 ,任意 的 集合 S” 一 语 不 会 产生 无 穷 多 条 公理 ,因为 可 用 
量词 V 描述 ， 而 在 模式 中 “任意 的 公式 4(x)” 使 得 每 一 公式 
对 应 一 条 公理 ,因而 得 到 了 无 穷 多 条 公理 . 因为 变量 的 变 域 
是 集合 ,而 不 是 公式 , 前 者 可 以 使 用 量词 Vv 直接 去 表达 任意 
的 集合 ”, 后 者 就 不 能 使 用 量词 Y 表达 任意 的 公式 ”. 


$ 4 分 离 公理 模式 的 推论 


分 离 公 理 模式 是 一 组 重要 的 公理 ， 在 集合 论 的 发 展 中 起 
着 重要 的 作用 ， 人 们 常常 要 运用 它 去 形成 新 的 集合 和 新 的 运 
第 .这 里 我 们 首先 使 用 它 直 接 证 明 两 个 集合 的 交集 合 与 相对 
补 集合 的 存在 性 定理 ,也 就 是 说 ,我 们 在 第 一 章 中 引进 的 交集 
合 公理 与 相对 补 集合 公理 都 是 分 离 公理 模式 的 推论 ， 因 而 不 
必 作为 公理 单独 提出 ， 然后 , 我 们 再 讨论 不 空 集 合 的 广义 交 
集合 的 存在 性 定理 。 最 后 , 我 们 将 指出 不 存在 一 个 含有 所 有 
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集合 的 集合 ， 
1 .两 集合 的 交集 合 的 存在 性 定理 
定理 8.3 ”对 于 任意 的 集合 8, 与 5;, 它 们 的 交集 合 5 人 1 8: 
是 存在 的 . 
证 明 ”对 于 任意 给 定 的 集合 5, 与 5,, 我 们 可 以 选取 公式 
x € $$， 作为 分 离 公理 模式 中 的 公式 4(x)， 由 集合 5 与 公式 
x € 5;， 依 据 分 离 公 理 , 存 在 一 集合 5,, 使 得 : 
So= {rlx€E SiArE Ss}, 
显然 ，5。 一 SS ， 由 此 ,我 们 就 获得 了 和 欲 证 结果 。 
2 两 集合 的 相对 补 集合 的 存在 性 定理 
定理 8.4 对 于 任意 的 集合 5 与 5,, 集合 5 与 9 的 相对 
补 集合 S, 一 $ (或 5; 相对 于 5 之 补 ) 是 存在 的 ， 
证 明 ”对 于 任意 给 定 的 集合 5 与 5,, 我们 可 以 选取 公式 
x 关 S， 作 为 分 离 公理 模式 中 的 4(*)， 这 里 由 集合 5, 与 公式 
x 5,， 依 据 分 离 公理 ,存在 一 集合 5$, 使 得 ， 
So mm {xIx€E SANr ES}. 
显然 ,So 一 3 一 6;， 由 此 ,我 们 就 获得 了 僻 证 肘 结 果 ， 
3. 不 空 集合 的 三 义 交 集合 的 存在 定理 
定理 8.5 ”对 于 任意 的 不 空 集合 5, 则 广义 交集 合 ns 是 
存在 的 . 
证 明 假定 有 和 集合 $: 使 得 SS， 并 且 选 取 公 式 
Vy(yES—>x€y) | 
作为 分 离 公理 模式 中 的 公式 4(x)， 这 时 , 由 分 离 公理 模式 ， 
就 存在 一 集合 5。, 使 得 
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S {x|xE€ SINVYCYES -> rE y))}. (8.4) 
个 难看 出 S 一 骨 $, 因 为 由 (7.6) 式 ,可 知 
NS = {x(Vy(yE S— x €)y)}, 
然而 ,由 5,€E5, 从 Vy(y》 ES 一 x Ey) 自然 可 获得 x E54, 所 
以 ,从 Vy(y ES 一 *xey) 即 可 获得 
x*€ SNAVY(YES—> x€y). 
因此 ,使 用 (8.4) 式 ,就 有 S% 一 /1 5， 即 僻 证 结果 成 了 并， 
4. 不 存在 含有 一 切 集合 为 某 元 素 的 集合 
定理 8.6 不 存在 一 个 集合 5, 使 得 任 一 集合 都 属于 它 。 
证 明 假定 存在 一 个 这 样 的 集合 5, 它 满足 定理 的 要 求 ， 
即 任 一 集合 都 是 5 的 元 素 ， 由 此 ,我 们 选取 公式 x 和 x, 并 依 
据 分 离 公理 ,我 们 有 集合 5,, 使得: 
So== {rx|Ix€ESAr¢r}, (8.5) 
由 (8.5) 式 , 即 得 到 
rESo> XE SArEr, (8.6) 
我 们 由 此 来 证 明 5,#4 5, 因为 在 (8.6) 中 ,我 们 取 * 为 56, 时, 即 
但 z 


eg 4» So€ SA So¢ So, (8.7) 
如 果 50€ S 成 立 就 获得 了 
SI E So < 一 0 人 So， (8.8) | 


而 这 是 不 可 能 的 . 由 此 ,56g5。 这 样 就 找到 了 一 集合 5 不 
属于 5, 因此 ,就 获得 了 我 们 的 欲 证 结 朱 . 

注 5 定理 8.6 是 说 不 存在 一 个 集合 ,使 得 所 有 的 集合 部 
是 它 的 元 素 , 也 就 是 说 全 集合 是 不 存在 的 。 
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在 现代 集合 论著 作 中 常常 引 人 类 的 概念 ， 类 是 比 集合 更 
广泛 的 一 个 概念 。 它 们 可 以 由 集合 和 公式 一 起 加 以 刻 划 . 所 
有 集合 的 形成 的 整体 不 是 一 集合 ,但 它 是 一 类 . 也 就 是 说 ,在 
在 一 个 类 ,使 得 每 一 集合 都 是 它 的 元 素 . 

现在 , 我 们 来 分 析 定 义 7.1 的 条 件 是 否 可 以 去 掉 ， a 我 
们 考察 当 $ = 时 ,能 否定 义 n3? 由 定理 7.5, 我 们 知道 , 当 
S.C5, 就 有 5;CN5, 即 人 5; 小 于 NN5.。 换言之 ， 当 
5; 越 来 越 大 时 ， 人 (5; 越 来 越 小 .一 个 特殊 的 情 痪 ， 融 是 我 们 
说 的 S 一人 时 .ns 怎样 呢 ? 我 们 假定 内 是 集合 ， 这 样 
由 定义 对 于 任意 的 集合 x, 都 有 : “*ens 当 且 仅 当 对 于 所 
有 的 y, 若 yeS， 则 xe 入 。 因 为 8 是 空 集 合 ， 所 以 对 于 任 
一 的 集合 y, ycS 即 ye€ % 恒 假 ;所 以 “YEB 一 xEy 人 恒 
真 。 也 是 说 ，“y€ 8 一 x Ey ” 重 真 ,因此 ， 对 于 一 团 上 案 但， 
我 们 已 有 

x ¢€ (2. 

这 就 获得 了 一 个 含有 所 有 集合 的 集合 (1% ， 与 定理 8.6 矛盾 . : 
因此 ,在 定义 7.1 中 5 关 % 这 一 条 件 是 不 能 够 去 挥 的 ， 

其 次 ,对 于 定义 ns， 在 使 用 分 离 公理 去 论证 NS 的 合 
法 性 时 , 尚 需要 求 有 一 集合 S$,€ 5， 这 正 是 (8.4) 所 要 求 的 ， 

还 有 一 条 称 为 蔡 换 公理 模式 , 它 比分 离 公 理 模 式 更 驯 些 ， 
前 者 蕴涵 后 者 ,反之 不 然 。 这 条 公理 模式 是 说 ,对 于 任意 有 的 公 
式 4(x,，》)， 若 Vx31yA4《(x，》)， 对 于 所 有 的 集合 w， 则 存 
在 一 集合 5, 有 : 

Va(z€S <*> 31€E uA(t, 2)) 
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成 立 。 这 一 集合 5 的 任 一 元 素 z, 都 是 与 4 中 某 一 元 系 1, 使 
得 4(z, z) 成 立 ， 我 们 也 可 以 这 样 来 刻 划 这 一 集合 5, 它 既 
和 公式 4(x*，y) 有 关系 ， 并 且 条 件 Vx31yA(x，》) 不 可 缺 
少 ,又 和 集合 * 有关, 在 4(x,》) 与 # 给 定时 ,我 们 有 
S= {zl Eu A(t, z)}. 
由 外 延 公理 , 这 一 集合 是 唯一 的 。 这 一 公理 模式 为 我 们 
提供 了 构造 集合 的 广阔 途径 ， 


> 题 


1. 判 断 下 述 集合 哪些 是 有 序 对 集合 ， 哪些 不 是 有 序 对 集合 。 若是 
有 序 对 集合 就 用 尖 括 号 玫 示 出 来 。 

(1) Hg}, {2 2)}, 

(2) {13}， {{3}, {5}}}, 

(3) {2, {2}}, 

(4) {1, {0, 5}}, 

(5) {{2}, {3, 2}}, 

(6) {{3}, {4, 5}}. 

2. 证 明 : 大 x*€ 5 y€5, 则 它们 的 有 序 对 《x,y> € P(PCP(C U5))), 

3. 证 明 : 对 于 任意 集合 513 029 行 在 一 集合 5， 使 得 对 于 任意 集合 
y， 都 有 一 集合 *& 5;, 并 且 
yES >y = {rx} x 5, 

4. 令 5 二 10, 1, 2}, 5; 一 {23,4} 求 5, x 5,. 

5. 令 5 = 二 10, 1}，5, 二 {2, 4,5}, 求 5 Xx 5 

6. 证 明 : x x (yUz) = (x x y) U(x x *). 

7. 证 明 : x Xx y 二 x Xz 并且 x 关 8 则 y= z。 

8. 假 定 *x 赴任 一 集合 ,证 明 ; xCx x x* 当 且 仅 当 * = %， 

9. 证 明 ; 和 外 在 一 集合 5, 它 由 所 有 的 素数 记 组 成 。 
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10. 证 明 ， 所 有 李 生 数组 成 的 集合 是 存在 的 (提示 : 一 自然 数 = 内 
做 一 个 挛 生 数 , 当 且 仅 当 > 和 ?> 二 2 都 是 素数 ). 
11. 证 明 ; 不 存在 一 个 集合 5， 使 得 所 有 的 有 序 对 集合 都 是 5 的 元 


去， 
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第 九 章 关系 、 函数 


本 章 讨论 一 类 特殊 的 集合 ,被 称 为 关系 ,对 关系 再 做 一 定 
“的 限制 就 得 到 函数 ,并 讨论 关系 与 函数 的 一 些 世 质 . 


$1 关 系 


在 第 八 章 中 我 们 已 经 讨论 了 有 序 对 ， 它 是 一 种 特殊 的 集 
合 , 也 讨论 了 第 卡尔 乘积 , 它 也 是 一 种 特殊 的 集合 , 本 节 讨 论 
的 关系 是 有 序 对 和 和 铠 卡尔 乘积 的 继续 ,什么 是 关系 呢 ? 

定义 9.1 有 序 对 的 一 集合 RR 叫做 一 关系 。 即 :; 

Vx € RA3y3z(x = (yy, z)), 

也 就 是 说 ,一 集合 R, 它 的 每 一 元 都 是 一 有 序 对 时 , 就 册 
R 为 一 关系 . 

在 昌 稍 生活 中 ,在 数学 中 ,关系 的 例子 很 多 ,比如 父子 、 师 
生 \ 同 学 等 等 都 是 关系 。 令 R, 表示 父子 关系 , 《x*,》>&€ R, 表 
示 * 是 ?的 父亲 , 令 Ra 为 师 生 关系 , 4*，776E R; 表示 xz 是 》 
的 老师 , 令 R, 表示 同学 关系 ,我 们 已 知 张 三 、 李 四 是 同学 , 所 
以 《 张 三 、 李 四 》€ R,, 等 等 . 

在 数学 中 “小 于 (二 六 是 一 关系 , 比如 集合 {《1, 2), 《1， 
3》> ,《2 ,3)} 就 是 对 于 集合 {1 ,2,3} 上 的 一 个 小 于 关系 ,其 实 
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o X w 的 任 一 子 集合 都 是 一 关系 。 事 实 上 , 任 一 关系 的 子 集 
合 都 是 一 关系 ， 特别 需要 指出 ,， 空 集 合 也 是 一 关系 . w X ww 
本 身 也 是 一 关系 。 一 般 说 来 ， 对 于 任 一 集合 9， 5;, 它们 的 
笛 卡 尔 乘 积 5S, x 5， 的 任 一 子 集合 R 都 是 一 关系 ， 并 称 尺 为 
从 S11 到 5; 的 一 关系 , 当 8 一 5; 时 , 有 时 也 称 尺 为 5 上 的 一 

对 于 一 关系 R, 我 们 常 以 xRy 或 R(x,y) 表示 《x,72 
R, 并 以 xRy 或 ”|IR(x,y) 表示 《xy> 天 尺 。 

定义 9.2 令 呈 为 任 一 关系 ， 我们 定义 R 的 定义 域 dom 
(R), 值 域 ran(R)， 和 域 fld (R) 如 下 : 


dom (R): = {x|3y(lx, y) € R)}, (9.1) 
ran (R): = {y|3x(Cx, y» € R))}, (9.2) 
fld (R): = dom (R)Uran (R). (9.3) 


定理 .1 如果 (x, 7yY) <R， 则 *ceUUR，7cUU 
R. z 

证 明 因为 Cx,y)E R。 即 {{x}, fx yeR， 从 而 
{x, yj}e UR，, 这 是 因为 {x,y}€ {{x}, {x*，》}}， 后 者 是 R 
的 一 元 素 ,而 且 , 由 此 可 得 到 xEUUR 和 yeEUUR. 

定理 9.2 若是 一 关系 , 则 dom《(R), ran(R) 和 fld(R) 
都 是 集合 ， 

证 明 我 们 仅 须 证 明 dom(R) 及 ran(R) 是 集合 即 可 ， 
我 们 可 使 用 定理 9.1 和 子 集合 公理 构造 dom(R) 和 ran(R) 
如 下 : / 

dom(R) = {x|x € UURA3YRCx,Y)}, 
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ran(R) = {yly€ UURAA3rR(r,y)}. 

由 此 ，dem(R)，ran(R)，fld(R) 均 是 集合 。 

定理 93 如 果 R 是 一 关系 , 则 fldGR) 一 UUR， 

证 明 ”对 于 任 一 集合 +*， 若 x € fld(R)， 就 意味 着 存在 
一 集合 》， 使 得 《x，y》€ R, 或 “yy、，x)€ R， 不 管 那 一 种 情 
况 , 由 定理 9.1, 都 有 xc UUR. 
”反之 ,因为 R 是 一 关系 , 它 的 元 素 都 是 有 序 对 , 即 它 的 元 
素 都 有 这 种 形式 : {Lej，{tz*，?}}， 而 任 一 集合 1€ UUR， 
则 必 有 集合 x 使 得 {{z}, { 从 ER 或 {{x}), {1z, uw}}€ RR， 
亦 即 z € fd(CR)。 

总 之 我们 有 fld(R) 一 UUR. 


二 题 
!. 设 5 是 一 集合 ,证 明 5 是 一 关系 当 且 仅 当 5Cdom(S) x ran(5). 


$32 nn 元 关 系 


上 节 讲 到 的 关系 可 以 说 是 二 元 关系 , 我 们 可 以 把 有 序 对 
的 概念 推广 到 三 元 有 序 集 , 称 有 序 三 元 组 ,通常 定义 为 : 
(zy，z): == (x, y), 2). (9.4) 
其 中 *, y, * 为 任意 的 集合 ,类 似 地 ,能 够 定义 有 序 四 元 组 
(xz yz 20: em (x, yz 1) = (lr, 7) 2), 2). 
同 理 还 可 继续 按 此 方式 定义 有 序 五 元 组 ,六 元 组 ,以 至 于 
对 于 任意 的 自然 数 >， 可 以 定义 有 序 ” 元 组 。 为 了 统一 起 见 ， 
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我 们 也 规定 一 元 组 : 《x): 一 x， 
还 应 注意 , 当 《x，y,z》E€ R， 因 为 我 们 有 
+»,), 2) = (Cr, y), 2) 
= {Cry}, {Crs y), 2}} 
~ {{{{x), {x 7}}}, {{{z}, {x 7}}, 2}}. 
所 以 zEUUR,xEUUUUR,yeE UUUUR, 这 就 得 
出 了 有 序 三 元 组 中 元 素 的 分 量 的 层次 关系 ， 类 似 地 可 得 出 有 
序 7 元 组 元 素 与 分 量 的 层次 关系 。 
我 们 把 集合 5 的 4# 元 关系 定义 为 一 个 其 所 有 分 量 都 属于 
S$ 的 有 序 ”元 组 的 集合 ,例如 ,关于 5 上 的 一 二 元 关系 为 $ X 
S 的 一 个 子 集合 ,一 个 $5 上 的 三 元 关系 为 《5 Xx 5) x5 的 一 
个 于 集合 等 等 . 而 s 上 的 一 个 一 元 关系 丛 好 是 5 的 一 个 子 集 
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习 题 


1. 对 于 任意 的 mw€ %, 2 和 mw， 证明 任 一 mw 元 关系 都 可 化 为 一 个 二 
2. 证 明 : 《xi za xs> 一 《Jiy ya y3> 当 且 仪 当 9 一 ze ya 二 25 


| = a 


3 关系 的 表示 法 


一 关系 的 直接 表示 法 主要 是 枚 举 法 ,条 件 表示 法 ,矩阵 表 
示 法 和 到 形 表示 法 ， 间 瘘 表示 法 主要 是 通过 菜 些 已 知 关系 和 
已 知 运算 表示 出 来 ， 
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首先 我 们 来 考察 枚 举 法 和 图 形 法 ,我 们 先 用 枚 举 法 给 出 
关系 尺 如 下 : 

例 1 先 枚 举 天 系 R， 

R: = {2,1), (1,2), (1,3), (2, 3), (4, 3), 

《4, 1,1,5),.5, 1>,0, 2),(5, 0),《3, 4)}. 

可 知 dom( R) = {10,1,2,4,5}, z 
并 且 ran(R) 一 dom(R)， 所 以 fld(R) 一 dom(R)。 这 一 天 
系 尺 可 以 用 图 形 直 接 表 示 出 来 ， 如 图 1， 先 求 出 RR 有 的 定义 域 
dom(R) 入 的 值 域 ran(R)， 并 分 别 在 两 条 直线 上 标 上 它 
们 的 元 素 ,然后 考察 关系 中 的 元 素 ( 有 序 对 ) ,如 (4,3)2€ R， 
就 从 dom(R) 中 的 点 4 起 连 上 ran(R) 中 的 扩 3, 这 样 每 一 
直线 就 表示 了 民 中 的 一 个 元 过 .也 可 以 用 其 它 方法 给 出 图 形 ， 


图 1 RR 的 反应 图 


a 38 % 


例如 就 上 述 关 系 而 言 ， 我 们 可 以 用 dom(R) 表示 横 坐 标 ,用 
ran( 尺 ) 表示 纵 坐 标 , 这 样 , 我 们 就 建立 了 一 个 平面 直角 坐标 
系 (如 图 2), 上 述 关系 尺 就 是 这 一 坐标 系 上 的 11 个 挟 ， 事 实 
上 在 图 2 的 第 一 象限 上 任 一 组 点 都 表示 了 ww X w 上风 一 子 集 
合 , 即 它 的 一 关系。 


43,4) 
e (1,3)e (2,37 e 《4,37 
270,2)¢ (1,2> 


“(2,1 604,1) 0605,1) 
“5,0) 


图 2 EK 的 坐标 表示 法 
例 2 设 5: 一 1g,1,2},P(S) 上 的 真 包含 关系 为 R， 
或 写作 如 下 
{BB) .G11 D2), 8, 
{8%,17,.8,{.%, 2}, ,11, 2}, 
《区 并 她 127 艺人， 1),<.{8}, 
[区 2 六 区 1 人 tt 2)>， 
《{2 人 2 (2 2}), <{%}, 
(8,1,2}),51},48, 1, 2}),.42}, 


139。 


{8,1,2)),49,17,1%,1,2)), 

{821,481,271 2), ,1,27)}. 
并 且 可 用 图 3 表示 这 一 关系 R， 从 下 至 上 ， 凡 有 直接 或 间接 
的 有 向 连 线 的 都 具有 真 包含 关系 . 


3 P(3) 上 的 真 包含 关系 


这 两 个 例子 说 明 , 有 些 关系 用 图 形 来 表示 是 很 方便 的 ,但 
是 ,对 于 某 些 关系 ,是 不 可 能 用 有 穷 图 形 来 表示 的 ,为 此 ,我 们 
需要 引进 关系 的 第 三 种 直接 表示 方法 ， 即 用 条 件 表示 法 或 称 
公式 表示 法 ， 也 就 是 用 一 公式 或 一 条 件 刻 划一 关系 。 例如 
o X w 就 是 一 关系 ,而 且 我 们 无 法 用 有 穷 图 形 来 描述 它 , 为 了 
具体 起 见 ,我 们 再 引进 一 些 关 系 的 例子 ， 
例 3 w 上 的 严格 整除 的 关系 R, 亦 即 
R: = {x,y)lxr€EwNyEw 
Adz€ wl 2zNMy = rx.: 2)}, 
显然 RCw X w, 并 且 是 一 无 穷 集 合 ,无 法 枚 举 或 图 示 . 
这 时 可 用 条 件 表示 法 描述 它 ,当然 , 它 的 任意 有 穷 部 分 总 是 可 
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以 用 前 两 种 方法 描述 的 ， 在 不 引起 误解 时 ,有 时 把 R 写 做 符 
号 |。. 
例 4 RR 仍 是 例 3 中 的 上 的 严格 整除 关系 ， 我 们 用 枚 
举 法 和 图 形 法 描述 集合 
S: = {2,3,5,6,7,10,14,15, 21, 30, 
35, 42, 70, 105,210} 
上 所 有 满足 关系 尺 的 有 序 对 的 构成 的 关系 R 为: 


图 4 S 上 的 严格 整除 关系 


读者 自己 可 以 枚 举 图 4 这 一 关系 的 元 素 。 不 难看 出 这 一 
关系 是 R, ~ RN(S Xx 5). : 
我 们 现在 来 描述 关系 的 矩阵 表示 法 , 令 
Si {xo9 xy 一 
R 为 $S, 到 5; 的 一 个 关系 ,其 中 5 与 5; 虽 为 无 序 的 有 穷 集 合 、 
但 我 们 为 了 描述 的 有 和 条理， 假设 它们 的 元 素 已 用 自然 数 编 了 
号 , 令 : 
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Ky~{! 当 (xi, Yi ER 了 时 

0 其它 情况 ， 

于 是 我 们 可 用 下 述 ” Xx mz 的 滤 隆 M(R) 表示 这 一 关系 R， 
Kw Ku Ko *** Ko : 
Ko Ky Kua :°°* Km 1 

| Kr Ks Ks" Km 
有 时 , 也 把 上 述 和 矩阵 简写 为 《Ki;;),xm，、 并 称 它 为 RR 的 关系 算 
联 。 当 驶 二 #2 时 就 写 为 (Kij)rxn。 
例 5 令 5 二 Axo, xi x2}, 5; = (yo, 91}, 
R = {x0 yi 《xi yo x2 yo>，Axzay 12). 
这 时 ,表示 它 的 关系 起 阵 为 


Q 1i 
1 0 | 
1 1 


用 关系 矩阵 表示 关系 有 时 易于 直观 地 表明 一 关系 的 特 
征 . 我 们 将 在 第 十 一 章 中 讨论 关系 的 些 质 时 继续 讨论 关系 拭 
阵 和 关系 的 其 它 表示 方法 . | 


$4 关系 的 这、 复合 、 限 制 和 象 


定义 9.3 对 于 任意 的 关系 R,S 和 任意 的 集合 4, 我 们 
令 : 
(1) R 的 逆 尺 一 : 
Ri: = {x, 7)|(y, +) € R). 
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(2) RR 与 $ 的 复合 Ro5: 
RoS: = {(x, y) |3z((x, 2) € SN, y) € R)}. 
(3) R 对 x 的 限制 RTEw: 
Riu: = {x,y Cx, YE RAxEn}, 
(4) FR 在 # 下 的 象 RECx]: / 
R[x]: = ran(R TY) = {y|3x € uR(r, y)}. 
定理 9.4 对 于 任意 关系 R，S 和 人 和 任意 的 集合 w，、 上 述 定 
理 的 逆 、 复 合 \. 限制 和 象 都 是 存在 唯一 的 ,并 且 逆 、 复 合 和 限制 
仍 是 关系 。 
”为 了 简化 我 们 的 证 明 , 对 任意 的 公式 (条件 ) 4(x) ,我 们 
称 它 所 定义 的 类 ,或 称 条 件 4(x) 定义 的 类 为 : 
/ A: = {x|A(x)}, z (9.5) 
也 就 是 满足 条 件 4(x) 的 所 有 * 组 成 的 类 ， 
证 明 由 上 述说 明和 定义 9.3, R™', ReS, RT w 和 RELx] 
都 是 可 定义 类 ,由 分 离 公理 ,如 果 它 们 能 够 分 别 包 含 在 一 些 集 
合 之 中 ,也 惑 证 明了 相应 集合 的 存在 性 ,由 外 延 公 理 即 得 唯一 
性 。 现 在 我 们 给 出 相应 的 集合 
(1) RiICran(R) X dom(R) 
《xy)E R-I<>( yx)ER 
>》6Edom(R)ANAxecran(R) 
> x,y) Eran(R) x dom(R), 
(2) RoSCdom(S) x ran(R) 
《xz 7 >》E ROS < 一 > 3z(《x， 2) € SA lz, » E R >) 
—>x€ dom(5) My € ran(R) 
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—> (x,y) € dom(S) X ran(R), 
(3) RiuCR 
/ (Xx, EE Riu <—> (x,y ERNrEnu 
— (x, yy €R, 
(4) RE4]JCran(R) : 
y € REu] < 一 > 3x Eu(lx,y)€ R)—> yy Eran(R). 
这 就 完成 了 定理 9 4 的 证 明 。 
定理 9.5 若 尺 是 一 关系 ,那么 
(1) dom(CR-D = ran(R)， 
(2 ) ran( RT!) = dom( R), 
(3) CR) = R, 
(4) (RoS) "= S !oR™. 
证 明 《1) 与 (2) 的 证 明 是 直接 的 , 仅 证 明 (3) 和 (4), 先 
证 (3): 设 *, 7 为 任意 的 集合 ,我 们 有 : 
x ERT! ee? (y, x)€E R!<—> (x,)) ER。 
再 证 (4) / 
(x», y) € (RoS)-! <—> (y, x) € RoS 
< 一 3z(S(y, x) 人 \ R(z ,7x)) 
<—> 3z( R(x, 2)N\S (zz,y)) 
<—> (rx, yy ES -icoR-L， 
证 毕 
当 我 们 用 公式 Re(x) 表示 * 是 一 关系 时 ,那么 , 我 们 自 
然 有 Re(z) 一 Re(z 1), Re(x)N\ Re(y)—> Re(xoy) 和 
VxVy(Re(x) — Re(x Ty)) 
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等 等 。 


习 题 


1. 今 R 是 {<0,1》, <0,2>, <0,3>, 《<1, 2>,《1，3>，《2，32}， 计算 
RoR, RT {1}, RT {1}, RIA1}JR® 和 [41})j. 

2. 令 R= {C0, 1>, <1, 0>, <0, 2>, 《2, 0>}， 
求 RI {2},RLY)], R[{ 2 1), R[{ {gg}}], RoR™', KR 'oR, kok, 
RI{g, {2}}, UUR, 

3. 证 明 : 对 于 任意 关系 Ri，R:，R:， 我 们 有 

(RioR,)oR, = Rio(R,oR,). 

4., 证 明 : 对 于 任意 关系 R,, K, 和 任 一 集合 519 。:， 都 有 一 

(1) SCS: 一 Ri[SCRL[S]， 

(2) (RioR:)[S] = R(RLS)), 

(3) R, | (5.U5,) = R15.UR|)S; 


35 函数 


对 于 关系 我 们 再 考察 两 个 例子 
例 1 令 
R: 一 {(0,1?,《1，22>: 人 2，37 43， ‘yk4, 5)， 
《5,10), 《6, 12), 《7, 14)}, 

这 样 dom(R) 二 {0, 1,2,3,4,5,6,7}, ran(R) = {1,2， 
3, 4,5, 10, 12, 14}， 由 图 5 可 以 清楚 地 看 出 ， 这 一 关系 
象 图 1 中 所 描述 的 那样 ， 那 里 定义 域 中 一 个 点 可 以 生出 许多 
射线 ,这 里 没有 这 种 珊 见 象 ,这 里 定义 域 中 每 一 后 仪 对 应 于 值 域 
中 一 个 扩 。 
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0 2345 6 7 8 910 1 12 13 14 


ranf R) 


0 a dom(R) 

图 3 z 

例 2 令 R: 一 {《0,0), 《1, 1), 42, 1), 《3, 1)}。 这 

样 ， dom( R) 一 4， ran(R) 一 2， 由 图 6 看 出 这 一 例子 是 关 
系 的 定义 域 中 任 一 点 仅 对 应 于 值 域 中 一 个 点 ,反之 不 然 。 


0 1 一 ~ 一 一 cun(R) 


上 述 这 两 个 关系 有 一 个 共同 的 特点 就 是 它们 的 定义 域 中 
任 一 点 仅 引 出 一 条 射线 ,或 者 说 ,它们 的 定义 域 中 任 一 元 素 至 
多 对 应 于 值 域 中 的 一 个 元 ,这 就 是 我 们 通常 说 函数 的 共性 ， 

定义 9.4 一 个 关系 R, 如 果 满 足 条 件 

VxVYVYzCRGCx y)N R(xr, 2)—>y = 2), 
我 们 就 称 尺 为 一 函数 ， 
换 名 话说、 一 关系 尺 是 一 遂 数 、 它 就 必须 注 足 这 样 的 条 
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件 ,对 于 任 一 xe dom(R) ， 都 是 : 
31yR(x, y) 
成 立 , 其 中 31yR(*, y) 定义 为 
3y( R(x,y) NV R(t, 2) —> 2 = y)). (9.6) 
由 定义 9.4， 不 难 验证 例 1 和 例 2 中 的 关系 都 是 函数 ,并 
且 设 gCf, 已 知 了 是 一 图 数 ， 则 8 也 是 一 遂 数 , 符 列 此 8 也 
是 水 数 , 处 处 无 定义 隐 图 数 。 
函数 具有 单 值 性 而 关系 不 一 定 满 足 单 值 性 ,所 以 ,函数 是 
一 类 特殊 的 关系 ,从 而 也 是 一 类 特殊 的 集合 。 本 书 中 ,我们 党 
用 f, g 或 加 下 标 表 示 某 一 函数 ,并 且 当 x € dom(f)》 时 ,f(x) 
就 表示 函数 了 在 x 点 所 对 应 的 值 , 即 《x, f(x*)》€f. 
f 是 一 通 数 并且 9 与 3 分 别 为 二 集合 时 ,记号 f: 5S. 一 53 
表示 3 一 dom(f),， ran(1) C5,. 
例 1 与 例 2 比 较 , 例 1 中 的 函数 又 有 它 的 特殊 性 ,这 种 特 
殊 的 函数 对 我 们 也 很 有 用 ,为 此 我 们 引入 定义 ， 
定义 95 对 于 一 函数 f:5, 一 5;， 如 果 它 满足 条 件 
Vx € SIVXE Si(ri FE x > fx) FE f(x)), 
则 称 函 数 f 是 内 射 的 ( 亦 称 单 射 的 )。 
也 就 是 说 ,对 于 内 射 函 数 f，ran(f) 中 任 一 个 点 y， 只 能 
有 5, 中 一 个 点 x， 使 得 * 在 f 下 映射 到 >》 点 ， 例 1 是 一 内 射 
滔 数 , 例 2 不 是 一 内 射 函 数 , 内 射 芳 数 有 时 也 称 为 一 对 一 的 函 
数 ， 
对 遂 数 了 而 言 ， 在 定义 中 我 们 仅 要 求 ran(j)C5;。 当 
ran(f) 一 9 时 又 是 一 类 特殊 的 水 数 ， 
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”人 例 3 8: 一 {(x，x+)|x€w} 这 一 函数 常常 称 为 后 继 函 
数 ,; 有 时 人 们 也 写作 * (或 二 或 zx 士 1 
例 4 对 于 任意 的 自然 数 a 和 mn， 我 们 有 一 # 元 常 水 数 


f: 44 ‘ ,Xn), a) | 1 ,tn € wt, 
网: 
(x “3 Xn) — 6, 


例 5 对 于 任意 的 自然 数 z 和 i, i 专 ”我 们 都 有 一 函数 


f: = {xs 27, xi) | rs, ta E Ni En}, 
EE : 
f(x a) = ri 1 iy, 
例 6 已 知 隙 数 hiwo 一 w,， 和 g:wX'…Xw~>w%, 我 


们 令 : " 
f: 一 《xi ”” Xn) ， y7 1 有 2%， (x1 “** > Xny 2) E 5 人 《5 ， 
y> € 1。 
这 样 就 获得 一 新 的 函数 f, 使 得 : 
f(x1, yn) 一 有 8g(e xn))， 

在 中 学 数学 课程 和 大 学 数学 课程 中 都 有 大 量 的 函数 的 例 
子 , 读 者 可 以 回顾 那些 函数 的 例子 ,进一步 理解 有 关 函 数 的 概 
念 
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$6 函数 的 性 质 、 选 择 公理 


定义 9.6 对 于 一 函数 f:5, 一 5;, 并 且 满 足 条 件 
ran(f) = 5;,，, 

即 对 于 任 一 ye S$;,， 都 有 一 x € 51, 使 得 y 一 f(x)， 我 们 就 称 
函数 了 是 满 射 的 ， 

满 射 涩 数 主 要 和 给 定 的 集合 5; 有 关 , 任 一 遂 数 f, 当 我 们 
取 5 一 ran(f) 时 , 它 总 是 满 射 的 , 反之 任 一 函数 f, 我 们 总 有 
ran( 有 ) 的 真 包 集合 5,, 即 ran(/)C+5;， 7 对 8 而 言 就 不 是 满 
射 的 。 

定义 9.7 对 于 一 函数 :5, 一 5,, 如 果 它 既是 内 射 的 ,又 
是 满 射 的 ,就 称 函数 了 对 51 与 5; 而 言 是 双 射 的 。 

当 了 为 一 函数 时 , 它 的 逆 不 一 定 是 一 个 函数 ,如 把 例 2 中 
所 定义 的 函数 记 做 户 则 广 : 就 不 是 一 函数 ,因为 《0, 0) 6 三:， 
40，3)6 三， 《当然 《1l， 1 三 《1，2)6 三)， 这 就 违背 了 
定义 9.4 中 关于 遂 数 的 条 件 。 
”定理 9.6 如 果 j 是 一 内 射 函 数 ,， 则 7 的 道 广 是 以 
ran(j 为 定义 域 的 一 函数 。 

这 一 定理 的 证 明 是 从 定义 9.5 和 定义 9.4 直接 获得 的 ， 

定理 9.7 若 f:5, -> 5; 是 一 双 射 函数 , 那么 , 三::S: 一 5， 
也 是 一 双 射 函数 ， 

证 明 如 时 不 是 一 双 岐 涩 数 , 那 么 存在 图 尖 力 ， 7 6E 5,， 
ye S 使 得 yD) 一 三 (7 二 x， 由 定义 9.3, 就 有 
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fe) = 和 fx) = y,, 

并 且 y, 关 y, 这 与 f 是 一 函数 的 定义 相 矛 盾 , 定 理 得 证 ， 
定理 9.8 假定 函数 1 是 一 内 射 的 ,着 x*& dom(f) 则 
ffCx)) = x, 

若 y€ran(f)， 则 ff71y)) = y. 
证 明 设 xEdom(]), 从 而 《x, f(x)》 Ef, 政 
(f(x), x €1", Bh f(x) € dom(f") 
县 直 此 得 到 
:fn)) x、 | 
: 设 ye ran( 力 ,由 于 1 为 内 射 函 数 , 有 唯一 的 x， 使 得 
‘x y2》 Ef， 从 而 (y, x2 Ef 1!', 并且 
三 (7) 一 zz HA) = y. 
定理 9.9 如 采 jg 都 是 函数 ， 那 么 它们 的 复合 也 是 一 
函数 , 英 定 义 域 
dom(jeg) 一 {x|xE€ dom(g) N\ g(x*) € dom(f)}, (9.7) 
而 且 对 于 任 一 x € dom(feg ) , 我 们 有 : 
(fog) (x) — f(g(#)). (9.8) 
证 明 首先, 我 们 直观 地 说 明定 理 的 含义 , 如 图 7 所 示 ， 
gS S519 f:S1 一 53， 并且 dom(1)C5, 当然 可 能 有 x,, 使 得 
g(x3) dom(j) ,这 时 (fog) 无 定义 , 而 对 于 x2€ dom(g)， 且 
8Cx2) € dom(1)， 这 时 ， 若 g(x2) 一 y;， 并 且 fy;) 一 z， 时 ， 
.我们 就 有 (fog)(x2) 一 2. 
先 证 fog 是 一 函数 . 假定 不 然 ， 就 有 集合 x*，z1，z; 且 
2 天 za 使 得 4z， z12 《fog,，《x, 22) € fog。 因此 ,就 有 yy; 使 
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图 / 器 数 复合 示意 图 


得 f(y1) 2)9 1(y2) 一 2， 并 且 《xz， y17 《8， 4x， 727 cg， 由 于 
8 为 一 国 数 , 改 妨 一 力 . 又 由 于 了 为 一 卫 数 , 故 半 一 2. 因此 ， 
z1 与 33 不 能 有 2 天 za 所 以 fog 是 一 函数 。 

再 设 * € dom(jog)， 因 此 ,对 于 茶 些 y,z 有 g(x) 一 y 和 和 
1(y) = z。 Dx € dom(g), y = g(x) € dom( 力 并且 

sz = f(g(*)), 

在 上 述 定 理 中 ,如 有 条令 8 为 内 射 的 ,并 令 f 取 作 8 则 有 
(gog)(%) — g '(g(%)) 一 xz， 且 dom(8g !og) = dom(g), 

定理 9.10 若 f 是 一 函数 , * 是 一 集合 ， 则 fi w 是 一 定 
义 域 为 《dom(f 有 )) fw 的 一 函数 ， 
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证 明 设 * 为 任 一 集合 且 x*e dom(f tw), 由 定义 就 有 唯 
一 的 y， 使 得 ; 
(x,y) Ef Tu <—> (x,y EINrEd 
< 一 > x€ dom(f)MAxEwn : 
< 一 > x€ dom(f) /|u. 
由 上 式 欲 证 结果 成 立 。 
定义 9.8 对 于 任意 集合 5, 函数 1 使 得 f:S 一 3S， 如 采 
dom(1) = 一 5 并 且 当 x € 5 都 满足 f(x) 一 x。 就 称 了 为 S 上 
的 恒 等 函 数 , 并 且 沉 肖 记 作 1，， 
定理 9.11 假定 1:5,-~> 5,, 且 5, 非 空 ,那么 ,我 们 有 : 
(1) 存在 一 个 函数 g:5; > Si(“ 左 逆 ”) ,使 得 gf 为 3 上 
的 恒 等 函数 7 , 当 且 仅 当 函数 了 为 内 射 的 . 
(2) 存在 一 个 函数 丰 S 一 51( 右 逆 ), 使 得 foh 为 53 上 
的 恒 等 函 数 1.， 当 且 仅 当 函 数 了 为 5; 与 5; 的 满 射 半数 ， 

证 明 先 证 (1),， 假定 有 一 个 左 逆 妆 数 g， 即 gof 一 a 
如 果 f(x) 一 f(y)， 于 么 我 们 有 : : 
g(1(x)) = gl(f(y)), 

因此 ,x 一 g(f(x)) 一 sf)) 一 y， 也 就 是 说 ， 
我 们 有 : 
f(x) = f(y) —>x =—y, 
因而 函数 是 内 射 的 ， 
反之 ,假定 函数 f 是 内 射 的 , 那么 广 : 就 是 一 个 定义 域 为 
ran(f)， 值 域 为 S 的 函数 ,现在 由 于 $: 非 空 ,所 以 可 从 中 取 一 
固定 的 元 素 c, 这 样 ,我 们 定义 函数 如 下 : 


* 1152 。 


g(x) 一 Wt 当 x € ran(f) 
下 < 当 xE(S ran(f)),.- 
这 样 ,8 忠 是 如 下 的 水 数 : 
g: 一 三 :US 2 ran(f)) x {ec}. (9.9) 


图 8 左 逆 函数 


由 图 8 可 知 & 的 这 种 选择 有 的 目的 是 使 它 把 5; 映射 到 5,， 
dom(g° 有 ) 一 5， 并 且 对 于 任意 的 x € 5,， 都 有 
gf(x)) 一 三 (xD)) = + 
因此 ,我 们 有 : 
gof = 1,, 
上 表 证 (2), 先 证 有 和 存在 一 这 样 的 右 逆 阔 数 4, 即 
1o2 之 7.。 四 
因此 ,对 于 任意 的 ye 5,, 有 y 一 (4(y)). 这 样 ， 
y Eran(f), 
也 就 是 说 ,对 任 一 集合 ?我 们 有 : 
y €5 .> y €ran(f), 
所 以 , f 是 由 5, 到 5; 的 满 射 路 数 。 
反 过 来 ， 假 定 f 为 由 5 到 9 的 一 满 射 函数 ， 也 就 是 说 ， 
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9 
s, 中 任 一 点 y 都 有 5, 中 的 点 映射 到 》， 我 们 并 不 知道 是 否 仅 
有 一 点 映射 到 y。 直观 上 我 们 相信 息 能 从 这 些 点 中 找到 一 氮 
* 使 之 对 应 y。 也 就 是 说 , 虽然 f°! 不 一 定 是 一 函数 (当然 是 
一 关系 ), 但 总 能 找到 一 函数 h, 使 得 
hf / (9.10) 

dom(h) = dom(f"). (9.11) 
但 是 前 面 的 公理 ,没有 一 条 可 以 保证 通过 选择 的 方法 ,构造 沙 
数 % 是 合法 的 。 这 种 选择 或 者 说 满足 条 件 (9.10) 和 (9.11) 的 
4 的 存在 性 问题 ， 是 未 陈述 过 的 一 条 重要 的 基本 原则 一 一 选 
选择 公理 (形式 IJ 对 于 任意 的 一 关系 R， 存 在 一 个 况 

数 4 并 满足 条 件 : 4CR 和 dom(h) 一 dom(R). 
运用 选择 公理 ,我 们 现在 继续 证 明 上 述 定 理 的 第 二 部 分 ， 
我 们 选取 函数 4, 使 得 它 满足 公式 (9.10) 和 (9.11); 那 么 , 通 数 
4 就 是 对 5; 中 的 任意 y, 就 选择 了 相 适 应 的 x, 即 有 ， 
(Cy, hly) Ef 

因此 《4(y) ,y》€f, 从 而 就 有 fC4Cy)) 一 y, 即 有 : 
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1 2 一 1 。 

这 就 完成 了 定理 9.11 的 证 明 。 

选择 公理 ， 有 时 大 们 记 做 4C , 是 一 个 重要 的 数学 公理 ， 
本 书 中 我 们 还 要 多 次 使 用 它 去 获得 一 些 重 要 的 概念 和 结 朱 ， 
也 还 要 讨论 它 的 有 关 等 价 形式 ， 

习 题 
1 .假定 1 和 4 都 是 省 数 ,证 明 
fCpg 《一 > dom(f)C dom(g) AYVYzre dom(f )(f{(x) = 一 g(x)). 


2. 假 定 1 和 & 都 是 函数 , 若 1Cg 年 dom(g)cdom(1) 则 f= &， 
3. 证 明 : 不 存在 一 切 疗 数 都 属于 它 的 集合 ， 


* 87 函数 的 相 容 性 


现在 我 们 来 讨论 函数 相 容 性 这 一 新 衬 念 ， 

定义 9.9 ”两 个 函数 1,g, 如 果 对 于 所 有 的 

* € dom(f) (1 dom(g), 
都 有 : 

f(x) = g(x) 

成 立 , 我 们 称 f 与 8 是 相 容 的 。 / 

定义 9.10 令 C 为 由 某 些 函数 组 成 的 一 集合 ， 如 果 C 中 
任意 两 个 函数 1, g 都 是 相 容 的 ,我 们 就 称 C 是 相 容 的 ， 

引 理 9.1 ”两 个 函数 1,g 是 相 容 的 ， 当 且 仅 当 fUg 是 一 
函数 ， 

证 明 ”首先 假定 函数 六 g 是 相 容 的 。 对 于 任 一 
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* € (dom(f) Udom(g)) 一 _ (dom() fl dom( 8g)), 
这 时 总 有 


(x €E dom(f) Nx ¢ dom(g)) 
或 : 
(x ¢ dom(f) MN\ x € dom(g)), 
对 于 x Edom(f) Ax tdom(g), (JfUg)(r) = f(x) 即 
(x, jz) €fUsg, 


并 且 对 于 任意 》, 着 y 居 1(x), 都 有 (x, yf1Ug.。 男 一 方 
面 , 若 x 和 dom(f) 八 x € dom(g)， 类 似 有 《x， g(x))EfUg, 并 
且 对 于 任意 *, 若 z 关 g(x), 则 有 《x,z) 和 fjUg. 当 
x € dom(f) fl dom(f), 
由 相 容 性 ，f(x) 一 g(x)， 故 《x,fCx)) efUg.， 并且 对 于 任 
一 wu, 若 ww 关 f(x) 一 g(x)， 则 有 《x,w》 gfUg， 所 以 这 时 
jUg 为 一 函数 。 
其 次 ,假定 jg 为 一 函数 ,并 假定 有 一 x, 使 得 
x € dom(f) (dom(g )， 
且 f(x) 大 g(x)， 这 样 就 有 《x, f(x)》 E14， 历 以 有 
x, f(x) EfUsg 
上 且 《x, g(x)〉)Eg， 所 以 ,有 《xr， g(x))€fUg， 然 而 
1(%) 天 gx)， 
这 与 1Ug 一 嚼 数 相 矛盾 .因此 ,就 有 对 于 任 一 *， 当 
x*€ dom(g) /ldom(f) 
都 有 f(x) 二 g(x)， 所 以 f 与 8g 是 相 容 的 。 
引 理 9.2 ”函数 1, 8 是 相 容 的 , 当 且 仅 当 
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fT? (dom(f) /dom(g)) 一 8 (dom(f) /Ndom(g)). 

5 理 9.2 的 证 明 是 直接 从 定义 9.10 获得 的 . 

定理 9.12 如果 C 是 一 相 容 的 函数 集合 , 且 F: = UC， 
则 FF 是 一 函数 ,并 且 有 / 

dom(F) = U {dom(f){fe Cl 

证 明 先 证 是 一 关系 ,因为 任 一 集合 4, 若 x€ UC, 则 
有 一 函数 九 使 得 fEC 且 xef， 由 于 * 是 函数 了 的 一 个 元 
素 , 所 以 zx 是 一 有 序 对 ,这 样 卫 是 一 关系 .再 证 R 是 一 函数 , 若 
有 *，》，) 使 得 《x,y1) EE，《x,，y29 EF, 就 有 所 ,jE€EC, 使 
得 《x,y Ef 且 《x, yx Ef. 但 是 由 于 有 与 所 相 容 ,并 卫 

x € dom(fi) fdom(f,), 
所 以 有 
yi = fx) = f(x) = ys 
最 后 是 关于 定义 域 的 证 明 , 对 于 任 一 集合 *, 若 
x € dom(F ), 
故 有 一 》， 使 得 《x,y》E F, 即 (x,y》E€ UC, 这 样 ;有 一 
1 EL， (x 7》7 €f; 
因此 xe dom(])， 所 以 xe U {dom(7)|fe C}. 由 此 ， 
dom(F )C Ui{dom(f)lfeEC},. 
反之 ,对 于 任 一 集合 x, 若 x EU {dom()1f eC}, 这 时 , 就 一 
定 有 一 fC, 使 得 x*& dom(1)， 因 此 ,有 一 y, 使 得 
(xr, y) ET 
所 以 《x,y EUC, 凤 《x,y EF， 由 此 ,xEdom(F)， 这 
样 ,就 有 : Uidom(f)lfeEC}Ccdom(F)， 综 上 ,我 们 有 
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dom(F) 一 Ufdom( 门 11e C}. 
由 上 述 三 方面 ,我 们 就 完成 了 欲 证 结果 。 
定理 9.12 告诉 我 们 , 从 相 容 的 函数 集合 能 够 构造 出 一 个 
新 的 函数 ,这 一 函数 开拓 了 此 集合 C 内 的 所 有 的 已 知 函 数 。 
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第 十 章 ” 目 然 数 的 函数 .递归 趾 理 


本 章 讨论 自然 数 的 某 些 常用 的 函数 ， 递 归 定 理 保证 了 构 
造 某 类 自然 数 函数 的 合法 性 。 本 章 的 内 容 可 以 看 成 上 一 章 的 
特例 ,但 具有 独特 的 意义 , 某 些 典型 的 例子 对 于 数学 基础 研究 
和 计算 机 科学 都 是 有 用 的 ， 


$ 1 有 穷 集合 上 的 函数 与 抽 居 原理 


在 本 节 我 们 令 有 穷 集合 满足 sCo 且 s;Cw, 即 集合 s 与 
2 为 二 自然 数 的 有 穷 集合 。 我 们 来 讨论 定义 域 是 5， 值 域 在 
中 的 函数 亦 即 当 我 们 令 1 为 ;: 

f: s:— $s, 四 (10.1) 

时 ， dom(f) ~— Cw, ran( 力 Co。 对 于 这 类 函数 ， 我 们 以 

5 一 2, 9 一 2 为 例 , 可 以 看 出 下 述 四 个 关系 

JC2 x 2 (i 0,1,2,3) 
都 是 所 要 求 的 函数 ; 

f: = {0, 0), 《1, 0)}, 

f: = {C0, 1), (1, 1)}, 

f: = {0, 0), 《1, 1)}, 

fh: = {C0, 1), 《1, 0)}. 
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这 四 个 沙 数 用 图 形 表示 分 别 是 


0 0 


0 


图 1 函数 :2>2 的 图 形 


本 书 所 说 的 函数 都 是 单 值 的 ,也 就 是 说 ,由 定义 域 一 个 元 
只 能 引出 一 条 射线 连接 于 值 域 中 的 某 一 个 点 ,而且 定义 域 每 
一 点 都 必须 有 一 条 线 连接 于 值 域 中 某 一 点 。 这 一 事实 可 以 扒 
导出 许多 有 趣 的 结果 ,例如 ,由 (10.1), 我 们 可 知 : ;的 元 素 
的 数目 一 定 不 少 于 集合 ran(j 的 元 素 的 数目 。 这 一 有 趣 的 结 
论 常 被 称 之 为 抽 居 原理 或 镶 集 原理 ,有 着 很 广泛 的 应 用 . 
抽 导 原理 (1) 对 于 任意 的 有 穷 集 合 5 与 5 若 之 3， 
是 fi%n 一 56, 则 有 a€Es,2bEsS,a x b， 使 得 
f(¢) = f(5). 
以 后 我 们 还 要 陈述 和 应 用 抽 必 原理 的 其 它 形式 .使 用 扫 
居 原 理 (1) 我 们 立即 可 以 看 出 ，13 个 人 中 至 少 有 二 人 是 同月 
份 出 生 的 ;把 十 个 苹果 放 到 九 个 抽 懂 中 去 , 无 论 怎样 放 法 ,这 
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九 个 抽 履 中 一 定 至 少 有 一 个 抽 展 中 放 了 两 个 或 多 于 两 个 的 苹 
果 ; 370 名 已 满 入 周岁 但 不 到 七 周岁 的 儿童 中 ,至 少 有 两 个 儿 
童 是 同年 .同月 、 同 日出生 ; 假定 一 个 人 的 头发 的 根 数 不 会 超 
过 二 十 万 ,如 果 某 城市 有 二 十 余 万 人 ,那么 这 一 城市 内 至 少 有 
两 个 人 的 头发 根 数 相同 。 有 些 问题 , 表面 上 不 能 一 下 子 从 抽 
展 原 理 获 得 结论 ,但 只 要 稍 作 分 析 , 即 可 用 它 获 得 所 有 结果 、. 

例 1 任意 放 人 一 正三 角形 内 五 个 点 ,证明 至 少 有 两 个 
点 它们 之 闻 的 距离 不 大 于 该 正三 角形 边 长 的 一 半 。 


图 2 


证 明 如 图 2 所 示 , 将 正三 角形 4BC 各 边 的 中 点 间 连 
线 ,形成 四 个 小 正三 角形 , 它们 的 边 长 为 原来 边 长 的 一 半 , 由 
抽 慑 原理 (I), 至 少 有 两 个 点 在 同一 个 小 三 角形 内 或 边 上 . 
由 几何 学 可 知 任 一 正三 角形 内 或 边 上 的 两 个 点 ， 它 们 的 距离 
不 超过 同一 正三 角形 的 边 长 ,就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 
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例 2 - 某 学 生 规定 他 在 暑期 45 日 中 每 天 至 少 做 一 道 数 
学 题 ,所 做 数学 的 总 数 不 超 过 72 道 题 , 试 证 明 ,无 论 他 怎样 安 
排 ， 总 有 连续 的 几 天 时 间 , 在 这 段 时 间 内 他 恰好 要 做 17 道 数 
学 题 ， 

证 明 设 为 该 生 第 一 天 做 数学 的 数 日 , ;为 该 生前 两 
天 所 做 的 数学 题 的 数目 ,一 般 说 ,n; 为 该 生前 i 天 所 做 的 数学 
题 的 数目 ,ns 就 是 该 生前 45 天 所 做 的 数学 题 的 数目 ,也 就 是 
他 整个 团 期 所 做 的 数学 题 的 数目 ， 这样 ,我 们 有 : 


| 委 1 委 /2，1 一 1],，2，…… 45， (10.2) 
因为 该 生 每 天 都 至 少 做 一 道 题 ,所 以 就 有 : / 
1 se (10.3) 


”我 们 再 做 一 个 单调 递增 的 序列 ， 

1 十 17 一 和 二 17 天 …. 一 2 十 17。 (10.4) 
并 且 有 18 志 nj 十 17 和 72 十 17 一 89, 于 是 ,1 73，***， 
zy Hi 十 17, 1 十 17,………, 14 十 17 共计 90 个 数 , 对 应 的 数 
值 范围 为 从 1 到 89。 由 抽 屠 原则 (D, 必 有 两 个 数 相同 。 又 
因为 (10.3) 与 (10.4) 式 ,可 知 必 有 不 大 于 45 的 两 个 目 然 i, 7， 
使 得 wy 一 wi 十 17， 由 (10.3) 式 , ?过 1， 所 以 nj 一 ni 一 17， 
故 该 生 在 从 i+1 到 7 天 这 j 一 i 天 内 他 恰好 做 17 道 数学 题 ， 
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1. 试 证 明 : 任意 找 6 个 人 ， 他 们 中 间或 者 有 三 个 人 相互 之 间 都 认 
识 , 或 者 有 三 个 人 相互 之 间 是 元 全 阴 生 的 。 
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$2 血 术 差 一 。 与 鼻 术 了 商 证 o 


在 第 五 章 $ 5 中 ,我 们 定义 了 算术 加 法 、 乘 法 和 方 赛 三 个 
函数 ， 并 且 讲 了 自然 数 集合 % 中 减法 运算 和 除法 运算 是 不 封 
财 的 。 因 此 ,我们 现在 来 定义 算术 差 与 算术 两 ,使 得 在 特定 的 
情况 下 它们 能 够 分 别 地 起 到 碱 法 运算 和 除法 运算 的 作用 . 

定义 10.1 对 于 任意 的 自然 数 m，x， 我 们 令 逊 数 f 满 
挟 : 

(1) flim, 02) 一 0 ( 当 m nH 时), 

(2) fm, n)=K ( 当 z<m#8 K+ = mHN). 

对 于 这 一 冰 数 f, 我 们 记 做 一 。, 即 

m—oan = f(m, 1) 
换言之 ,我 们 有 : 
"一下 当 m zn 时， 
” K 当 玉 Eo 且 天 十 2 一 妨 时 . 

定理 10.1 上 述 定义 的 函数 一 。 的 定义 域 为 w X w, 值 

域 为 w。 有 即 . 
oO0X 0—> 0 

证 明 对 于 任意 给 定 的 两 个 自然 数 mw， 2， 由 推论 5.2 可 
以 说 道 ,总 有 mw 志 4 成 立 或 者 z 二 mm 成 立 ， 当 m 世 4 成立 
时 ， 由 定义 10.1(1), 我 们 就 有 一 on 一 0。 当 w 二 m 成 立 
时 ,由 定理 5.10, 总 有 一 自然 数 K€ wm, 使 得 K 十 n= 二 m 成 立 。 
这 样 由 定义 10.1(2), 就 有 m 一 sn 一 K， 
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综 上 所 述 ,我 们 有 : 对 于 任 章 的 自然 数 普 和 >， 印 
《7 787E0O X ol 

都 有 mm 一 .me w， 这 就 获得 了 欲 证 的 结果 . 

注 1 在 定义 10.1 中 ， 我 们 已 经 给 出 了 算术 差 一 ,的 定 
义 ,我 们 也 可 采用 其 它 方式 去 定义 算术 差 -~-。。 比 如， 我 们 先 
令 由 m 算 术 减 1 的 函数 8 为 : 

(1) g(0) 一 0， 

(2) 8(C1) 一 m, 

由 此 ,我 们 再 令 

(3) m—«0 = m, 

(4) 六 一 or = (mon)—,l = g(m—,n), 

上 述 (1) 与 (2) 可 以 直接 写 做 

(1’) 0—,l1 一 0， 

(2 ) mT— ll = #. 

算术 差 m 一 sn 可 以 这 样 理解 ， 就 是 在 数 m 中 去 掉 区 的 
2 个 较 大 的 元 素 (从 最 大 元 开始 逐步 删 去 ), 当 在 油 掉 的 过 程 
中 已 逐步 把 w 的 元 素 全 部 油 去 了 就 不 能 再 出 了 。 即 结果 永远 
是 0( 当 m 专 nz 时), 

比如 ，10 一 o2， 即 从 {0,1,2,…,7，8,9) 中 贡 掉 2 
个 较 大 的 元 , 即 9 与 8, 故 结 果 为 {0, 1,…, 7}, 即 为 8， 

又 如 20 一 5， 即 在 集合 20 中 删 掉 5 个 较 大 的 元 ， 亦 即 
从 中 删 近 15,16,17,18,19， 这 了 时 结果 汶 15， 

当 5 一 o4 时 ,从 5 中 好 从 《0,1,…,4}) 贡 挤 4 个 较 大 
元 ,这 时 结果 为 (0), 亦 即 结果 为 1。 
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当 5 一 。5 时 ， 从 集合 5 中 删 掉 5 个 较 大 元 ,结果 集合 已 
无 任何 元 素 了 , 故 结果 为 0。 

当 5 一 <6 时 ,从 集合 6 中 删 掉 6 个 较 大 元 , 显然， 结果 
集合 中 在 删 掉 5 个 元 时 已 无 任何 元 素 了 ， 已 没有 元 素 可 删 去 
了 ,所 以 结果 仍然 为 0， 

上 述 例子 和 过 程 , 说 明了 算术 差 的 实际 含义 和 运算 过 程 。 
这 也 表明 了 它 是 加 法 的 逆 运 算 。 

我 们 已 经 有 了 算术 差 。 由 此 , 我 们 不 难 定义 任意 的 二 个 
自然 数 的 通常 差 的 绝对 值 《虽然 在 w 中 我 们 无 法 定义 任意 的 
二 个 自然 数 的 通常 差 ), 这 种 绝对 值 对 于 我 们 来 说 也 是 很 有 用 
的 , 它 也 是 从 w X wo 到 % 的 一 个 函数 ， 并 且 这 一 函数 也 是 满 
射 的 . 

定义 10.2 ”对 于 任意 的 自然 数 mw 和 w, 都 可 以 有 

| [mm — |: = (mm—,n) 十 (2 一 0)， (10.5) 
称 |m 一 | 为 m, + 差 的 绝对 值 . 

这 一 定义 是 借助 于 两 个 已 知 函数 十 (加 法 ) 与 一 。( 算 术 
差 ) 而 定义 的 , 因而 它 的 定义 是 合法 的 , 并 且 它 的 计算 过 程 也 
是 由 加 法 运算 、 算 术 差 的 运算 过 程 完全 确定 了 的 。 并 且 不 难 
看 出 当 mw 一 ”时 ,(10.5) 式 的 右 端 两 项 均 为 0, 而 迪夫 ”时 ， 
右 端 两 项 必 有 一 项 为 0 而 另 一 项 大 于 0 ( 即 算术 差 的 被 减 数 
大 于 减 数 的 那 一 项 )， 所 以 ,对 于 任意 给 定 的 二 个 不 同 的 自然 
数 来 讲 ， 求 其 差 的 绝对 值 也 就 是 求 那 个 大 于 0 的 算术 差 就 是 
欲求 结果 了 . 

办 在 ,我 们 来 讨论 算术 商 的 要 人 
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定义 10.3 ”对 于 任意 给 定 的 自然 数 w 和 zz 且 0 二 #. 这 
时 我 们 用 符号 | 二 | 表示 一 自然 数 天 ,使 得 


2 Km<n: KT (10.6) 
成 立 ， z 
定理 10.2 定义 10.3 给 出 的 函数 二 的 定义 域 为 
CO X (oa 一 {0}), : 


值 域 为 o, 换言之 ,我 们 有 一 函数 f, 使 得 : 

(1) fiw x (w ~ {0})) = ow, 

(2) fm， 1) 一 | 王 | (对 于 所 有 的 自然 数 wm, > 且 0 < 
1 )。 : : 

”我 们 不 打算 严格 写 出 这 一 定理 的 证 明 ， 而 仅仅 说 明 这 一 
定理 成 立 的 主要 依据 和 思路 , 并 且 给 出 若干 例子 。 希望 读者 
完成 这 一 证 明 . 

由 定理 5.10 对 于 任意 的 自然 数 w 和 nz, 0 一 ”满足 (10.6) 
式 的 自然 数 K 总 是 存在 的 。 因 此 ,算术 商 是 从 w XxX (w 一 {0}) 
到 w 的 一 函数 。 并 且 这 种 计算 过 程 基本 是 乘法 的 一 个 逆 过 
程 .对 集合 普 的 元 素 从 0 开始 由 小 到 大 ,每 遇 到 = 个 时 就 一 次 
把 这 个 元 素 删 掉 , 一 直到 不 足 # 个 元 素 时 止 ,所 出 去 的 次 数 
就 是 我 们 所 求 的 数 尺 ， 显 然 , 当 m 二 n 时 ,K = 0， 

例如 ,对 于 | 过 | ,我 们 知道 自然 数 17 就 是 集合 : 


{0,1,2,3,4,5, 6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14,15,16), 
第 一 次 删 去 四 个 元 素 0, 1, 2, 3; 第 二 次 删 去 四 个 元 素 4,5， 
6,7; 第 三 次 删 去 的 元 素 为 8,9, 10, 11; 第 四 次 也 就 是 最 后 
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一 次 钴 去 的 元 素 为 12,13,14, 15。 所 以 ， 加 一 4， 


4 
”与 乘法 运算 是 扩张 的 运算 相反 ， 算 术 商 是 一 种 压缩 或 收 
缩 运 算 。 由 于 任 给 两 个 自然 数 放 和 >，0 < wx。 么 不 一 定 恰好 
是 ”的 整数 倍数 。 也 就 是 不 一 定 存 在 一 个 K ,使 得 m= 二 x ， K， 
而 是 总 有 自然 数 玉 和 2 0 委 ; < 过 w, 使 得 mw 一 wnK 十 i, 这 样 ， 
作为 乘法 的 逆 运 算 一 一 算术 商 就 比 乘法 有 一 些 复杂 性 . 
现在 ， 我 们 来 讨论 二 个 自然 数 相 除 的 剩余 数 这 一 水 数 
res(m, 7n) 的 概念 。 也 就 是 说 ,对 于 任意 的 二 个 自然 数 mw 入 ， 
0 < 2 res(m, #) 就 是 具有 以 下 人 性质 的 自然 数 i, 使 得 


m 一 于 | .十 (10.7) 


我 们 已 经 知道 总 有 | 忆 | . ”< m， 因 此 由 (10.7) 式 ,我 


们 总 有 
8 一 1 开 | “7 (10.8) 
因 i 是 由 mw 与 唯一 决定 的 ,也 就 是 说 , 它 是 mw 与 的 一 
个 函数 ,所 以 我 们 仿 res(70 ,7) 一 了， 这 样 ， 由 (10.8) 式 ,就 有 
res(ms 7) 一 m—。 二 | .1. (10.9) 
这 样 ， 我 们 有 res:w X (w 一 40}) 一 w。 当 我 们 规定 
2 一 0 时 。res 总 为 0, 如 res(m, 0) = 0， 这样 就 有 
res: (OO X 0 一 > 00， 


现在 ,我 们 已 完成 了 晋 余 数 函 数 的 定义 。 
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$3 配对 孟 数 


我 们 已 给 出 了 一 些 很 有 用 的 上 月 然 数 函数 ,特别 是 加 法 、 乘 
法 、 乘 方 、 算 术 差 .算术 商 等 函数 ,这 些 函 数 在 初等 数学 中 都 是 
稍 见 的 和 重要 的 ,本 节 给 出 一 类 有 趣 而 重要 的 函数 , 称 之 为 配 
对 玖 数 。 
定义 10.4 从 w Xx w 到 吧 的 一 内 射 函 数 就 叫做 一 配对 
半数 。 也 就 是 说 ,一 个 滔 数 
J:0 和 XW 
是 内 射 的 就 吕 做 一 配对 函数 . / 
定理 10.3 看 在 着 由 w Xx o 到 o 的 一 个 配对 弛 数 ， 
”” 证明 证 明 这 一 定理 的 最 好 途径 就 是 有 具体 地 找到 一 个 说 
足 定义 10.4 的 函数 。 我 们 采 构 造 这 样 一 个 前 数 。 首先 ,我们 
按 下 述 方式 榴 举 w X w 的 所 有 元 素 : 
(0 多， 1>，《0， ?7 多， 3 
《1，02，《1，127，《1，27，《1，37 
“2, 0), 《2，1>，《2，27，《2，37) . 
《3， 0>，《3，1>，《3，27，《3，37 


对 于 (10.10), 我 们 可 以 逐一 地 配 以 月 然 数 .例如 我 们 可 
以 按 其 中 箭头 方 问 所 示 依 次 枚 举 它们 《也 就 是 逐一 地 配 以 目 


。 1l88 « 


然 数 ). 《0, 0),《1, 0>,《0,1》, 《2,0>,《1,1>, 《0,22, 《3， 
02, 《2,1), 41, 2), 60, 3), 《4, 0), 《3, 1), ee 分 别 配 以 
自然 数 0, 1 ,2,3，4，5, 6, 7,8，9s 10, 11,…, 这 种 枚 举 和 
对 应 是 有 规律 的 ，(10.6) 的 规律 是 很 显然 的 , 不 难看 出 它 榴 
举 了 w X o 的 所 有 元 素 , 而 第 头 的 方向 是 这 样 的 ,在 (10.10) 
中 ,由 左上 端 开始 ,其 每 一 斜 线 上 的 每 一 有 序 对 的 两 数 之 各 相 
等 . 它们 依次 为 0, 1 ,2,3,4,5,…… ,每 一 斜 线 上 有 序 对 的 
第 二 个 元 素 依次 为 0, 1, 2，… 一 直到 该 射线 的 顶部 ( 即 第 二 
元 素 恰 为 斜 线 所 对 应 的 且 然 数 )。 换 名 话说 , 任 给 
(my mEwX wo, lm REm X oo， 

车 mi 十 过 tm3 十 1， 则 先 枚 举 《ms 4》 后 枚 举 《ms 12)， 
即 《zm, #1》 对 应 的 自然 数 小 于 《mi, z;》 对 应 的 自然 数 。 大 
1 十 一 11; 十 1 时 ， 湛 骞 加 与 ww, 当 如 二 加 时 ， 先 榴 举 
《mis 4》 后 枚 举 《m2, 12), 有 反之 亦 然 . 

按照 上 述 对 应 方法 ， 对 于 任意 《m, 2)€ w X w 都 有 一 
K€ w, 使 得 《m,n》 对 应 于 K, 即 J(m, 2) 一 KK&€ wo， 并 且 对 
于 不 同 的 《wz 21)，《1m2， 72》， 它们 就 对 应 于 不 同 的 目 然 数 . 
即 JCms 2) 关 Ja ;9)， 也 就 是 说 ,满足 上 述 的 枚 举 水 数 
J 就 是 w X wo 的 一 配对 函数 。 而且, 不 难看 出 ， 它 的 表达 式 
为: 

Jm 7) = m+n) + m+ 3n) 


— (Cm +n)(mtnt 1) 十 22), 


对 于 任意 的 me w, ze w, 不 难看 出 函数 J(m, 2) 都 取 目 伏 
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数值 证 毕 。 


.$4 逆 归 定 王 


定义 5.7、5.8 与 5.9 给 出 的 算术 运算 加 法 、 乘 法 和 方 宪 
时 ,定义 方法 有 点 特别 ,在 定义 函数 在 自然 数 ” 十 1 的 函数 什 
时 , 需 用 到 在 自 变量 取 ” 时 的 值 ,但 是 当时 我 们 没有 讨论 这 
种 定义 格式 的 合法 性 .现在 来 讨论 这 个 问题 . 

首先 芳 察 两 个 例题 : 

例 1 函数 g:o 一 o 定义 如 下 : 

2(0)=1, 

g(o+) 二 m7 对 于 每 一 x€w 时 。 
例 2 了 注 数 fiw 一 o 定义 如 下 : 

1(0)=1, 

jf(n+) 一 f(xn) .n+ 对 于 每 一 26 o， 

这 两 个 简单 例子 , 定义 的 格式 上 是 不 同 的 ， 函数 g 的 定 
义 给 出 了 计算 fx) (对 于 任意 的 n€ wo) 的 显 式 指令 和 方法 ， 
确切 地 说 , 它 能 够 使 我 们 去 塑 述 一 条 件 PCx, y) 使 得 

g(x) 王 》 当 且 仅 当 P(x, y)， 
例如 ; 令 ; (z* 一 0 一 yy 一 1Aapeao(z 一 对 一 一 7)) 为 公 
式 P(+，y)， 满足 函数 g 的 存在 唯一 性 可 由 分 离 公理 和 外 延 
公理 并 利用 下 式 得 到 
g = {Cx, yx, yy Ew X woNPlr, y)}. 
相反 地 , 例 2 中 + 的 定义 并 未 告诉 我 们 对 于 x*&€w 时 , 如 
。 170°. : 


何 去 计 算 Kx) 的 显 式 定义 , 而 它 需 依赖 于 对 于 某 些 自 变 量 小 
于 * 时 ,函数 j 已 经 获得 的 值 , 它 不 是 直接 明显 地 去 陈述 一 个 
条 件 P, 而 且 P 不 包含 函数 f 的 已 给 出 的 值 ,使 得 

j(x) 一 当 且 仅 当 PCxr，y). 

但 是 我 们 已 能 够 说 例 2 中 的 函数 f 应 该 满足 已 给 定 的 条 
件 : “1 是 从 w 到 ow 的 一 遂 数 ,并 且 它 福 足 初始 条 件 ; 从 0)=1 
和 递归 条 件 ，Vz e w, f(x1+) 一 f(n) : (n+)”， 

这 种 定义 方式 在 数学 和 计算 机 科学 中 被 广泛 地 使 用 .就 
例 2 而 言 , 它 定义 阶乘 (n!1) 这 一 函数 , 它 的 计算 步骤 可 以 是 : 
对 nn €w, 

l 

1] .1 

(1.1)°.2 

((1 .1).27.3 
(GD 2) 3) 4 


(....(((C1 1). 2) . 3) ， 4) en) nt, 


按照 上 述 步骤 ,对 于 任意 的 自然 数 x, 我 们 都 可 以 一 步 一 
步 地 求 的 值 ， 下 面 的 定理 ， 保证 了 这 种 用 过 眼 方 法 定义 函 
数 是 合理 的 . 
今后 ,我 们 用 符号 Fun(x) 表示 * 是 一 函数 ， 
定理 10.4 对 于 任意 给 定 的 元 ee w 和 函数 
50 一 ”03 
都 有 唯一 的 函数 f:w 一 w 使 得 : 
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(1) {0) =a, 
(2) fat) = g(12)). 
证 明 先 证 存在 性 .我 们 定义 对 于 一 自然 数 z+ 为 定义 域 
的 函数 才 2 一 w, 使 得 它 注 足 如 下 的 条 件 : 
Fun(z) M dom(7) =— ntA(0,0a) €i1AVy € nda!iz3iu 
((y,2)€ tN 2, uu) Eg > YT, #) €1), 
我 们 到 这 一 公式 记 做 :A(t, 1) 令 
K: = {1|3nA(1, 2)}, (10.11) 
| f= Uk. : (10.12) 
我 们 断定 f 是 一 函数 ， 由 定理 9.12, 仅 须 证 朋 玉 是 相 容 
的 。 令 1 ，€K, dom(11) 二 1€0m, dom(2) 一 FW€ [0 不 失 
一 般 性 ,假定 坟 志 nn, 即 nCns. 仅 须 指出 , 对 于 所 有 的 及 € 
ni， 我 们 有 4) 二 12(《) .我 们 由 数学 归纳 法 论证 这 一 事实 ， 
为 4(0) = a 一 1.(0), 令 看 €nm 并且 使 得 (Rk) 一 1.《), 那 么 
(Rt) = gCn(%)) 一 g(1(%)) 二 1《R!+)， 所 以 对 于 所 有 的 
KE mi， 都 有 4(k) 二 1 有). / 
再 证 : dom(j) 一 o, ran( 疙 Co。 显然 有 dom(f) Cw， 证 
明 dom(f) 一 w， 只 须 证 明 对 于 每 一 x € w， 都 存在 一 函数 * 
使 得 56 六。 假定 对 ”我 们 已 存在 一 函数 t, 使 得 上 6 天 ， 
dom(t) = 77， z 


我 们 来 定义 ,使 得 


1(1m) 当 meEen 时 | 
am) (ge 一 1)) 当 m 一 zz 时 . 


这 样 4 eK, 且 dom《4) 一 对 ,所 以 dom(1) 一 o。 
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显然 ，ran( 力 Cran(8)Co。 
上 绸 证 : 满足 条 件 (1) 与 (2)， 因 为 对 于 每 一 
i€E K, 1(0)= 4a, 
故 用 0) = a， 并 且 对 于 任意 的 n€ w,， 1 EK 且 和 6domko)， 
就 有 
f(nt) 一 区 it) = g(1(n)) = g(f(n)). 
这 就 证 明了 定理 所 要 求 的 水 数 的 存在 性 ， 
再 证 明 唯 一 性 。 假 定 还 有 另 一 函数 h:w 一 w， 并 且 对 于 
任 一 nn€ w， 都 有 
(a) A(0) = a, 
(6) 人 人) = gh(n)). 
现在 指出 ,对 每 一 ne wm， 由 数学 归纳 法 ,都 有 


f(n) = h(n), 
因为 ; 
1(0) = a = (0), 
若 四 
j{(n) 一 h(n) 
则 


大人) = g(f(n)) = gh(n)) = hlnt). 
所 以 f = h， 即 得 欲 证 结果 ， 
定理 10.5 已 知 函 数 


轿 数 
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2 十 上 次 
部 么 存在 一 2 十 1 元 函数 
fwoXwX :+ . X w— 0w, 
nn 十 1 次 

使 得 

(1) /1(0, xz，。.。….， Xp) = hx, ry ，。 ,Xn )» 

(2) f(xt, fy Xs 。.… , Xs) = g(fCx, xi 2 , 
Xn), His ,te ), | / 


”定理 的 证 明 仅 是 把 定理 10.4 内 证 昌 推 到 项 数 含有 人 参 
变量 的 情形 ,这 里 从 略 ， 
例 3 前 驱 函 数 庆 vw 一 o， 对 于 任意 自然 数 >, 当 ” 一 ( 
时 , 帮 0) 一 0, 当 #>> 0 时 , f(z) 一 + 一 1, 即 
/ 人 0 
f(n*) 一 7。 
例 4 符号 国 数 , re:o 一 ww 
[0 一 0， 
ssnt) 一 
例 5 反 符 号 函数 se:o 一 吕 
{< — 1 
ss (n+1)= 0. 


习 题 


1. 对 于 自然 数 = >， 求 出 疾 可 被 > 整除 的 特征 函数 ， 
?2. 定 义 一 函数 1:w 一 w, 使 得 f 满足 下 述 条件 
* li74% 


(1) 1(0) = 0， 
(2) 对 于 某 一 自然 数 尺 ,使 得 
Ki:<Sn<(Kti1)’ 
时 ,就 令 1(n) 一 天。 z 
上 述 函 数 信 #2)、 人 们 常常 记 做 【Vw ] 也 称 为 平方 根 整 函数 。 
使 用 递归 定理 和 一 些 已 知 函数 定义 出 这 一 函数 [V *]. 
3. 给 出 平方 数 集合 的 特征 项 数 ， 
4. 证 明定 理 10.5. 
5. 给 出 函数 :ww 一 襄 ， 和 国 数 : :ww 一 w, 使 得 ,对 于 任意 *，y， 
SEWV, 
都 有 : 
J(K(z), L(z)) = zs 
K(J(x,y)) = *, 
LOJGza y)) = y, 
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第 十 一 章 超 需 与 超 积 


本 章 引 入 阴 数 集合 的 两 个 重要 的 概念 : 超 轿 与 超 积 ,. 目 
的 在 于 更 系统 地 讨论 函数 ， 并 且 着 重 讨论 定义 域 和 值 域 均 为 
有 穷 集合 时 函数 的 特征 。 超 恬 是 超 积 的 特殊 情形 , 我 们 特别 
提出 超 突 是 为 了 更 细致 地 讨论 这 一 特殊 情形 。 我 们 继续 使 用 
第 六 章 讨 论 有 穷 集 合 的 幕 集合 时 引进 的 树 型 表示 法 ， 因 为 这 
种 表示 形象 直观 ,易于 领 晶 。 然 后 再 由 超 寡 推广 到 超 积 . 


$1 超 和 


定义 11.1 对 于 任意 的 两 个 集合 S 与 zx， 我 们 称 x 人 5 

(有 时 也 记 做 54 或 3) 为 由 集合 3 到 集合 x 的 超 虹 , 其 中 
ut Ss: = (flFun(f) A dom(f) = SMran(f) Cu} 
= (flf:S — uu}. 

也 就 是 说 ,nS 是 由 所 有 从 5S 到 w 的 函数 所 组 成 ， 其 中 
S 与 # 为 任意 给 定 的 集合 ,它们 可 以 是 有 穷 集合 或 元 穷 集 合 ， 

注 1 如 采 5 = 多,w 产儿 成 立 ， 则 因为 多 :ZB 一, 空 
半数 多 是 仅 有 的 一 个 以 空 集合 为 定义 域 的 函数 。 所 以 有 

| “1 = (2}. 

作为 一 特例 ,我 们 规定 
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DIE {FT}. : 
然而 当 5 天 名, 而 w= 人 2 时 ,由 于 不 可 能 有 非 空 定义 
域 和 空 值 域 的 函数 。 这 是 因为 假定 有 一 涵 数 1, 则 对 于 任 
一 x€ 8， 都 有 一 y， 使 得 《x，y2 《1， 好 y& ran (f)。 现在 
SS 埃 休 ， 所 以 ,总 有 x 《5， 因 而 ran( 有 站 冯 信 .这 二 WW 一 他 
了 矛盾， 所 以 ,; 当 8 产儿 时 ,有 | 
Cts , 
例 1 令 Sm {a, 5},# 一 1c}， 这 时 ,有 
#1 S= {{a, cy 《bs e721} 
也 就 是 说 ,这 时 仅 有 一 个 立 数 1f, 并 且 
= {la, cp， c)}。 
亦 可 用 图 1 表示 这 一 疼 数 | 


图 1 例 1 中 函数 了 的 示意 图 
例 2 令 ee {a}, # = Ab, cy 这 时 我 们 有 
WIS {1a, b)}, {a, 5 ， 


机 TT. 


也 就 是 说 ,这 时 有 二 个 水 数 天 与 j;, 其 中 


fi = {Ca, b)}， 
f= {a, c)}. : 
这 两 个 函数 可 分 别 由 图 2(4)、(8) 给 出 图 形 表示 。 
e 6 do e 
(4) : (B) 


绑 2 例 2 中 函数 户 与 产 的 图 形 表 示 


例 3 令 S 一 {4}, uw 一 {5}, 这 时 我 们 有 
uts= {{(0, 5)}}. 
也 就 是 说 ,这 时 仅 有 一 个 函数 f, 并 且 
f = {(a, 5)}. 
这 一 函数 的 图 形 表示 是 明显 的 , 它 与 图 2(4) 相同 ， 
例 4 令 3 一 {o 5b}, w 一 {c,d}, 这 时 我 们 有 
utS— {{Ca, c), C5, c)}, {Ca, d), C6, d)}, 
{Ca, c), 66, d)}, {Ca, 4d), 《b,c))). 
这 时 有 四 个 函数 ,我 们 先 用 图 3 表示 它们 , 
我 们 还 可 以 换 一 种 方法 来 表述 这 四 个 函数 ， 我 们 来 做 一 
个 表格 , 先 把 Ss 的 元 素 列 在 表 头 上 的 左边 , 表 头 右边 写 上 超 宕 
“个 S”， 从 左边 第 一 行 开始 ， 逐 一 写 出 从 * 中 任 取 的 两 个 元 
索 的 排列 。 每 一 种 排列 为 一 行 ,并 且 每 一 行 都 表示 x 人 3 中 一 
元 ( 即 一 个 函数 ) ,把 此 函数 写 在 该 行 的 左边 (xf 8 的 下 边 , 表 
示 它 是 x5 的 一 个 元 素 )， 如 表 1 所 示 ， 每 一 个 函数 的 元 素 
”都 是 这 样 的 有 序 对 ,我 们 以 第 三 行 所 表示 的 函数 为 例 , 第 一 元 
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io 必 枯 i 

8 o2 Bb ~ 
(A) (B) 
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图 3 例 4 中 w45 的 四 个 函数 的 表示 


衣 1 ut1S 的 列表 表示 


a pb 个 5 

‘ c {Las ce>s Lb, c>} 
d C {as Z75 《5 c>} 
c d {as c>s <b, dad} 
d d {Cas ds, 6b, ad>} 


为 第 一 行 中 一 个 元 《例如 a), 第 二 元 为 所 取 的 第 一 行 中 该 元 

对 应 于 第 三 行 中 的 相应 元 (这 时 应 为 c), 由 此 , 获 行 (ay cy; 

当 在 表 头 中 取 忆 时 ， 第 三 行 的 相应 元 为 4， 这 时 又 获得 有 序 

”对 《2 4》, 因此 ,第 三 行 所 对 应 的 函数 就 是 {《a, c》,《6, d》}. 

也 就 是 说 ， 超 竹 的 列表 表示 法 的 左边 表 头 为 超 竹中 函数 的 定 
。 TI79 。 


义 域 , 其 余 各 行为 表 头 中 相应 元 的 对 应 值 ,每 一 行 恰好 对 应 一 
函数 ,并 把 此 函数 写 到 相应 行 中 坚 杠 的 右边 (在 xs 的 下 边 )， 
其 它 行 所 对 应 的 函数 可 类 似 地 得 出 . 
例 5 我 们 用 枚 举 法 和 列表 法 求 212 如 下 
212 = {{《0, 0), 1,0)), {C0, 0)>, 《1, 1)) 
{<0,1),<1,0>}, {C0, 1), 《1, 1))). 
212 与 例 4 相同 ,仍然 是 四 个 函数 , 若 用 列表 法 表示 这 一 
超 宕 ,如 表 2 所 示 , 不 难看 出 , 仍 与 表 1 有 类 似 之 处 。 


表 2 212 的 列表 表示 


0 z ] : 2 12 


{<1, 0>, <0，0>} 
{<1l, 0>» <0，1>} 
{<1l, 1>, <0, 0>} 
{<1, 1>, <0，1>} 


.+ 
Le 


例 6 使 用 列表 法 给 出 213， 按 例 4 所 描述 的 过 程 ,在 表 
头 上 (参见 表 3) 左边 逐一 写 上 超 短 中 函数 的 定义 域 3 中 的 
元 素 0, 1, 29， 表 头 的 右边 写 上 欲求 的 超 震 213。 在 表 的 横 
线 下 边 的 左边 ,从 值 域 2 中 任 取 三 个 (定义 域 中 元 的 数目 ) 进 
行 排列 。 从 上 至 下 把 每 一 排列 排 为 一 行 , 写 完 这些 排 列 ,每 一 


行 恰好 对 应 于 213 中 一 个 元 素 。 把 这 一 元 素 写 成 该 行 的 右边 


1) 在 本 书 中 5 当 定义 域 为 一 自然 数 集合 时 ,我 们 总 是 从 左 至 右 由 小 到 大 地 受 
一 排 下 去 ,在 $ 中 元 不 是 自然 数 时 ， 我 们 也 总 以 自然 数 编号 , 并 类 似 地 给 
出 排列 来 。 
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表 3 213 的 列表 表示 


ee 
| 
上 


“十 3 


{C2» 0>，《1，0>， <0, 0>} 
{C2 0>, 《<1, 0>,<0, 1>} 
{C2, 0>, <l, 1>, <0, 0>} 
{<2, 0>> <1, 1>» <0, 1>} 
{2> 1>, <1, 0>, <0, 0>} 
{<2> 1>, <1l, 0>, <0, 1>} 
{C2, 1>, <1l, 1>, <0, 0>} 
{<2», 1>, <1, 1>, <0, 1>} 


pp 
pd ek ~ 
py pr ii 


《 即 213 的 下 边 ) ;如 此 ,就 获得 了 213 的 所 有 元 素 。 从 而 就 获 
得 了 2 3。 

当 wx，S 为 有 穷 集合 时 , 我 们 还 可 以 用 丰满 的 二 值 树 的 方 
法 来 表示 超 短 w 人 S$， 例如 例 6 中 的 213。 事实 上 按 我 们 的 规 
则 , 表 3 的 左边 为 一 个 8 X 3 的 矩阵 。 已 经 表达 了 超 蜘 213， 


0 0 0 


0 
1 
l (11.1) 
0 
0 
| 


加 Pa 


0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 


1 1 
并 称 (11.1) 为 213 的 表示 算 阵 。 在 第 六 章 中 , 我 们 已 经 指出 
这 种 矩阵 还 可 用 丰满 的 二 值 树 形 象 地 给 以 表达 【《 称 这 种 树 为 
213 的 表示 树 )。 这 就 是 图 4 中 所 描述 的 树 。 而 这 一 树 的 每 
一 树枝 恰好 表达 一 函数 《 即 213 的 一 个 元 系 )。 所 有 校 就 表 


。l81.。 


图 4 “3 的 表示 树 


示 超 窗 213. 

例 7 使 用 列表 法 \ 算 阵 法 和 树 型 法 给 出 超 硕 312. 

由 表 4 看 出 表 的 左下 方 有 九 行 ,恰好 是 在 集合 3 中 任 取 
两 个 元 的 排列 ,每 一 排列 占 一 行 , 这 也 就 形成 了 32 的 表示 甜 
阵 。 : 


表 4 312 的 列表 表示 ” 


3 个 2 
{Cl1, 0>, <0，0>} 
{<l, 0>, <0，1>} 
{1l, (>, <0, 2>} 
{<1, 1>, <0，0>} 
{<i», 1», 《0， 1>} 
长 1， ls 00 27} 
{1l, 2>» <0 ,0>} 
{Cl 2>, <0, DD} 
{Cl, 2>,， <0，2>} 


mi 
pth 


ta 
tw kk 了 与 后 
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(11.2) 


5 
| 


如 上 指出 ,(11.2) 唯 一 地 表达 了 超 可 312。 (11.2) 是 312 
的 表示 年 阵 。 现在 我 们 给 出 一 棵 表达 上 述 9 行 2 列 见 9 X 2 


~ \ / Ne 
了 1 0 
一 ~ 


图 5 342 的 表示 树 


02 1021 95 9092102 1021021 0? 


区 
和 


| 
图 6 33 的 表示 树 
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的 乍 阵 的 丰满 三 值 ( 校 ) 树 。 这 一 树 是 一 标 根 长 出 三 修 树 又 ， 
每 一 节点 也 长 三 个 树 叉 ,用 图 5. 

例 8 给 出 313 的 表示 树 和 表示 答 阵 . 

首先 我 们 做 出 313 的 表示 树 如 图 6. 

其 次 我 们 直接 写 出 313 的 表示 矩阵 如 下 : 


A 


Di 一 一 Di 一 


DD- ON 一 NN -DN OO 


| JTJ 一 : 
ty hh ho bo ho fy th IN pa mr ph hb 天 和 羡 证 CI 呈 二 二 


ee pp 
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$2 超 突 的 性 质 


上 节 中 ,我 们 就 5 与 为 特殊 集合 时 ,给 出 了 ux 15, 它们 
当然 是 集合 , 并 且 是 函数 的 有 穷 集 合 。 对 于 任意 的 集合 5 与 
wz 人 3 都 是 集合 吗 ? 下 边 回答 这 一 问题 。 

定理 11.1 若 $ 与 * 为 任意 的 集合 ， 则 由 SS 到 * 的 超 恬 
x 人 3 也 是 一 集合 . 

证 明 因为 1:5 一 u, jJCS Xx ww， 因 此 ;有 

f EP(S X wu), 
这 样 ,由 定义 11.1, 就 有 
1S = {flFun(f) Ndom(f) = SMran(f) Cu 
MAfeEP(S x w)},. (11.3) 
其 中 的 Fun( 力 〈 即 了 是 函数 ) 能 够 用 一 公式 描述 出 来 。 这 
就 需要 首先 描述 “f 是 一 关系 .这 就 是 : 
Vr(x€f 一 3y3x(xz = (y, 2))), 
因此 , “f 是 一 通 数 ”应 是 
Vr(x €f—> 3y3sx = 《ys 2)))AN Vivyvs(lt, y) EF 
和 (bb 2 Ef— y= 2)., (11.4) 

由 (11.4) 与 (11.3) 式 ,并 使 用 分 离 公 理 ,可知 x 人 是 一 集 
合 ， 这 就 获得 了 欲 证 结 采 . 

在 上 亲 ， 对 于 5 与 # 的 一 些 特 殊 情 况 , 我 们 曾 给 出 了 
ww 个 S 的 所 有 元 素 。 现在 ， 我 们 对 于 任意 有 的 有 穷 集 合 8 与 ws 
给 出 天 于 x 个 5 的 元 素数 县 的 一 般 定 理 。 
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定理 11.2 对 于 任意 的 集合 5 与 4, 者 SS 一 # 且 一 
(其 中 wm 为 月 然 数 ), 刚 
2 3 一 mo， 
证 明 ”我 们 仍 用 双重 数学 归纳 法 分 下 述 几 个 步骤 证 明 ， 
(1) 名人 名 一 {2},， 并且 0 一 1。 这 时 ,定理 成 立 。 
(2) 当天 杂 时 ， 纪 43S 一 妇 ， 并 且 当 w 关 0 时 ， 
0 二 0， 所 以 ,这 时 定理 也 成 江 ， 
(3) 对 于 任意 xs, 当 zx 关 必 ， 我 们 有 
Of 一 人 
并 且 对 于 任意 的 自然 数 m, 当 mw 关 0 时 ,我 们 有 rw 一 1， 所 
以 ,这 时 定理 也 成 立 ， 
(4) 对 于 任意 给 定 的 自然 数 m， 我 们 现在 希望 证 明 对 于 
任 一 自然 数 玉 ， 定理 成 立时 就 能 获得 K 十 1 时 定理 也 成 立 。 
也 就 是 说 ,当主 一 m, 了 一 时 ,我 们 有 
4 15 一 mk， (11.5) 
这 里 可 以 假定 0 < mw, 因为 m 一 04 时 已 由 (2) 给 出 了 ， 我们 
僻 证 当 KK 十 1 时 定理 成 立 , 即 当 $' 二 5U {a}, 并 且 a*&5. 即 
Ss 一 K+1 时 ， 我 们 有 
US 一 mt (11.6 ) 
如 同 我 们 在 上 节 图 4 一 6 那样 我们 用 丰满 树 的 树枝 表示 
超 硕 的 元 素 , 因为 一 m, 5 一 K, 所 以 我 们 用 玉 层 丰满 玫 值 
( 校 ) 树 表示 超 宕 集合 w*。 也 就 是 说 , 从 树 根 开始 长 出 zw 个 树 
文 , 并 每 一 薪 点 也 都 长 出 wr 个 树 又 ,共有 到 层 。 在 其 上 一 层 的 
所 处 依照 长 上 去 的 树 叉 的 位 置 从 左 向 右 依次 标 上 和 个 数 ， 
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即 依次 为 w 一 1, .…… :1, 0， 由 (11.5) 式 和 我 们 的 假定 , 我 
们 已 有 一 树 肥 层 丰满 必 值 树 , 即 w 人 5 的 表示 树 ， 它 愉 有 mk 
个 树枝 。 我 们 现在 指出 ws' 的 表示 树 愉 有 mst: 个 树枝 。 这 
是 因为 在 x 人 3 的 表示 树 上 ,我 们 再 增加 一 层 ,由 天 层 到 天 十 1 
层 , 并 且 是 在 nt5 的 表示 树 的 每 一 树叶 上 都 长 mw 个 树 叉 .。 亦 
即 把 原来 的 每 一 树叶 上 都 长 出 ww 个 树叶 ， 而 原 树叶 都 变 成 了 
树 的 一 节点 , 这 样 树枝 就 比 zx 人 S 的 树枝 增加 了 mr 倍 , 也 就 是 
成 了 mk . m 一 mKt1。 新 的 树 又 恰好 是 wx 个 S$' 的 表示 树 。 所 
以 我 们 就 完成 了 (11.6) 的 证 明 . 

综 上 所 述 ， 应 用 数学 归纳 法 我 们 已 经 证 明了 对 于 任意 的 
自然 数 w 和 n, 当 一 m, 了 一 时 ,都 有 

uiS = 1 


成 立 。 定理 11.2 证 毕 。 


33 超 各 


定义 11.2 设 了 为 任 一 集合 《有 时 称 了 为 一 标号 集合 )， 
Ek 为 一 冰 数 ， dom(g) 一 7， 贱 , 对 于 任 一 i € 1, 都 有 集合 SCz)， 
这 时 ,我 们 称 
TT gC): ~ {flFunC) A dom(f) 


== TN ViE€ I(fi) € gi))} (11.7) 
为 水 数 g 在 IT 上 的 超 积 ， 
超 积 有 时 也 称 超 乘 积 或 广义 笛 卡 尔 积 。 因 为 我 们 可 以 拒 
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II g(1) 中 的 元 看 做 “7 元 组 ”"”， 它 的 “第 i 坐标 ”的 投影 恰好 


是 在 8(i) 之 中 。 而 8(i) 又 恰好 是 函数 8 在 i€1 的 遂 数 值 . 
定理 1.3 对 于 任意 的 集合 7 和 定义 在 1 上 的 任 一 消 数 
gs ] g(i) 是 一 集合 。 


证 明 因为 由 定义 11.2, 若 fe ]| gCi), 我 们 就 有 
是 一 从 了 到 集合 U g(i) 的 一 函数 , 即 有 
f € LU s(2) | 7, 
因此 就 有 
1I e()c( \ U (0) ) 1 了。 
所 以 ,由 分 离 公 理 上 g(1) 是 一 集合 。 欲 证 结果 得 证 . 

注 2 妈 守 是 过 积 的 一 种 特别 情况 ， 也 就 是 说 , 对 于 任 -- 
集合 和 函数 8, 使 得 dom(g) 一 1 并 且 Vi€ 1(g(i) 一 zh 
这 时 就 有 

JI sgG) =ut1. 

超 积 推广 了 笛 卡 尔 乘 积 。 因为 给 出 一 指标 集合 1, 和 这 

一 集合 上 的 函数 8， 都 有 一 超 积 集合 1 gf)， 妆 了 是 有 二 


个 元 素 的 集合 时 ， 我 们 把 了 的 元 素 进 行 编号 ， 这 时 通过 这 一 
函数 的 相应 值 就 能 够 获得 它 与 通常 定义 的 笛 卡 尔 积 之 间 的 联 
系 ， 为 了 描述 这 种 联系 ,让 我 们 先 列举 几 个 例题 

例 9 令 1 一 {0,1}, g(0) ~ {a, 5}, g(1) ~ {c,d), 
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家 5 T[ g(i) 的 列表 表示 


0 1 | Ge 

| 
0 《 {<0, ca7。 <1, c>}, 
b C {<0， b>», <1, c>}, 
6 d 1¢0, a7, <1,4a>}; 
pb d {10 6», <1, 4a>}. 


这 时 我 们 有 : 
IT #0) ~ tu， a), 《1, c)}, {C0, 5), (1, c)} 
{0, a), 1,4)}, {C0, 5>, 《1, d>}}. 
我 们 也 可 以 把 集合 | gG) 用 列表 法 列 出 ， 以 表 5 表示 


i€lI 


集合 [] gC). 我 们 也 可 以 把 表 5 的 左边 列 为 一 矩阵 , 即 


a 人 
bp ff 

| | (11.8) | 
bp dd 


由 (11.8) 式 可 知 , 这 一 矩阵 的 每 一 行 表示 一 个 函数 , 它 的 
四 行 恰好 表示 了 四 个 遂 数 , 即 lI g(1) 的 四 个 元 素 。 而 另 一 
方面 ; 当 我 们 把 该 是 阵 的 每 一 行 + 看 作 一 有 序 组 时 ,这 一 外 隆 又 
表示 了 人 香 卡 尔 积 8(0) X g(1),. 换言之 ,我 们 可 以 由 表 5 直接 
写 出 8(0) X g(1), 反之 也 一 样 ， 

注 3 超 积 的 表示 算 阵 ， 每 一 行 表示 超 积 的 一 元 素 ( 即 一 
函数 )， 因 此 行 之 闻 可 以 交换 ,这 是 因为 |] g(i) 的 元 是 无 


el 
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序 的 。 例 如 丰 阵 


pre bad 
a cc ec da 
1 和 tf cc 
‘pad A 


等 等 都 与 (11.8) 家 示 相 同 的 超 积 ,然而 , 当 规 定 了 指标 集合 I 
的 次 序 时 , 列 之 间 是 不 能 交换 的 。 这 正 是 函数 对 应 关系 隐 符 

例 10 令 1={0,1,2}, 8(0) = 3, g(1) = {c,d, e}, 
8(2) 一 {a, 6， 这 时 ,可 直接 列 出 超 积 集合 [| 0) 的 表示 
炮 阵 如 下 ; 


(11.9) 


和 上 
BB 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
| 
1 
] 
l 
1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 


2 
由 (11.9) 可 知 , 所 求 的 超 积 有 18 个 元 素 ， 也 就 是 定义 域 
为 3 的 18 个 函数 。 把 它 的 每 一 行 都 看 作 一 有 序 三 元 组 ， 这 


e 190. 


他 
I 


18 个 三 元 组 就 恰好 是 笛 卡 尔 积 g(0) Xx-g(1) X g(2) 的 元 
系 。 这样, 知 阵 (11.9) 也 就 表达 了 苗 卡 尔 积 
8(0) x g(1) X g(2). 

并 且 当 了 为 有 穷 集合 且 数 目 7 较 大 时 ， 超 积 的 表示 法 是 比 第 
卡尔 积 更 方便 一 些 。 

定理 11.4 对 于 任意 的 有 穷 集合 1 (不 妨 假 定 工 一 ” 且 
0 一 ”) 和 函数 g, 并 且 对 于 任 一 i€ 7，gG) 是 有 穷 的 (不 仿 假 
定 g(D = mi, ie 1, 为 方便 计 , 也 可 约定 了 一 由。 那么 ,我 

们 有 

TTgGD = mm: 0 (11.10) 


fy 蕊 天 


证 明 当 ” 一 1 时 , 这 时 (11.10) 式 的 右边 为 mo, 而 左边 
恰 为 g(0) 中 元 素 的 数目 , 即 也 等 于 wo 故 (11.10) 成 立 . 
假定 一 天 时 , 定理 11.4 成 立 ， 即 假定 对 于 任意 的 mu， 
M1 ”15 使 得 当 
gC0) ~ mo, gCI) = ms + gCK — 1) = mg 
时 ,都 有 


: 有 g(1) Mo" mI" "°°* "Mkr-ie (11.11) 


我 们 来 证 明 n 一 十 1 定理 成 立 。 这 时 我 们 自然 可 以 把 
(11.10) 设 想 成 一 村 层 丰 满 的 衬 , 这 棵 树 , 从 树 根 起 分 出 mm 
个 树 叉 。 并 且 在 第 一 层 每 一 个 树叶 上 (也 就 是 第 一 层 的 节点 
上 ,在 分 叉 前 叫做 树 时) 每 点 都 分 出 m 个 树 又 , 以 此 类 推 , 直 
至 第 K 一 1 层 节点 ,每 点 分 出 wk-: 个 树 又 。 由 此 (11.10) 式 
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成 立 ， 现 在 ?一 玉 十 1。 在 上 述 树 上 第 玉 技 再 扩充 一 技 ,名 
在 第 到 层 时 上 ,每 一 时 都 长 出 mx 个 叉 ,现在 共有 树枝 为 
mo"* m1 * ”INIK-1 Mr, 


男 一 方面 ， 考 罕 超 积 集合 [I #0, 这 时 IT eC 的 前 数 数 


目 比 原来 的 函数 数目 增加 mx 倍 ， 因为 原来 的 每 一 函数 再 每 
”次 增加 一 个 有 序 对 《KK, a;》, 就 得 到 一 新 的 函数 , 这 样 的 对 恰 
好 有 mx 个 。 而 当 我 们 考察 超 积 集合 时 ， 我 们 就 获得 了 ( 当 
7 一 二 1 时 ) 

[1f 8) 一 ao tr “1 (11.12) 


假定 (11.11) 成 立 ， 我 们 获得 了 (11.12) 式 成 立 ， 这样 ， 
对 于 任意 的 自然 和 对 于 任意 的 相应 的 wo，.…，ms-:， 使 得 
(11.10) 成 立 ， 

由 此 ,定理 11.4 证 毕 ， 

注 3 定理 11.4 正 是 中 学 数学 中 乘法 原理 的 一 种 严格 的 
陈述 ,并 且 对 这 一 定理 我 们 也 给 出 了 一 个 严格 的 证 明 . 

超 积 中 的 指标 集合 I 可 以 为 无 穷 集 合 ， 

“ 例 11 可 取 了 7 为 w, 8 为 恒 取 值 2 的 常 函 数 , 即 
g(1#) 一 2， 

我 们 来 考察 II g(i)， 如 图 7 所 示 , 这 些 函 数值 的 序列 是 由 


1) 乘法 原理 ”做 一 件 事 ， 完 成 它 需要 分 成 几 个 步骤 。 做 第 一 步 有 mr: 种 方 
法 。 做 第 二 步 有 mw 种 方法 ,… 做 第 # 步 有 ms 种 方法 ， 那么 完成 这 件 事 
共有 

N 一 7 1 yp 


“种 不 同 的 方法 (参考 高 中 数学 三 册 , 第 120 页 )。 
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2(0) g(tl) gC2) gin—1) gn) gCnt) 
图 7 


“w 元 组 ”的 0 与 1 序列 所 组 成 。 也 就 是 说 对 于 其 中 任 一 序列 
都 是 由 Dl gz) 中 一 图 数 唯 一 所 决定 ,反之 ， | g(2) 中 任 一 
函数 都 唯一 地 决定 一 “ wo 元 组 的 0 与 1 的 序列 由 于 对 于 
任 一 i€ w，g(i) 都 是 有 穷 集 合 (事实 上 g(i) 一 2)。 所 以 此 
序列 在 有 和 穷 位 上 也 只 能 有 有 穷 多 个 。 例 如 ,对 于 任 一 


fe [| gC@), 


函数 f 只 能 取 和 矩阵 (11.13) 的 四 行 之 一 作为 它 在 0, 1 时 之 值 ， 

又 如 函数 了 在 0, 1, 2, 3 时 值 也 只 能 取 和 矩阵 (11.14) 的 十 六 行 
之 一 。 如 我 们 已 经 指出 的 那样 ,(11.13) 与 (11.14) 均 可 用 丰满 
的 二 值 树 表示 ,图 8 为 表示 (11.13) 的 树 , 这 里 点 4 不 起 实质 


0 0 
1 0 
11.13 
图 (11.13) 
1 1 
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(11.14) 


ne 
.2 
OD 


0 
0 
1 
1 
1 
] 
] 
1 
l 
1 


| 
| 


性 的 作用 ,图 9 为 表示 (11.14) 的 树 。 反 之 , 从 树 的 角度 着 眼 ， 
我 们 可 以 说 ， 图 8 的 2 层 丰满 二 什 树 衣 达 了 苞 数 徐 [] gi) 


的 定义 域 限 制 在 2 时 的 结 朱 ， 网 9 时 5 层 丰 满 二 信和 树 表达 了 
这 一 亢 数 复 的 定义 域 限 制 在 5 时 的 结 采 ,这 样 我 们 令 
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1 01010101010 010101010101010 1 0 1 0 


. 1 0 1 071* O71 OF 1% O07 1% O07r1107 1 0 


1 07 1 0 0 六 11 0 
1 61 1 0 
1 0 
| 
图 9 
F:= [|[ gO) 


£ El 


时 , 我们 可 以 说 用 图 8 表达 了 函数 徐 .F 1 2, 并 且 图 9 表达 了 
函数 笠 FTS。 反之, 对 任意 自然 数 x，F ”给 出 了 一 棵 > 
层 的 丰满 的 二 值 树 ， 当 wz < wm, 我 们 有 Fm， 这 是 一 棵 
层 的 丰满 二 值 树 , 依 此 类 推 因 此 ,我 们 可 以 设想 函数 簇 F 给 


出 了 一 棵 ww 层 的 丰满 二 值 树 . 

未 这 一 树 的 一 个 树 校 。 比 如 
0 0 0 0 
0 1 0 1 
1 0 1 0 
1! 1 1 1 


等 等 都 分 别 表达 该 权 的 一 树 梳 ， 


一 个 “w 元 组 的 0,1 序 列表 
0 0 .ve 
0 1 .…. 
1 0 .os 
1 1  。., 


列 , 一 图 数 统 一 起 来 了 。 这 样 的 无 穷 多 个 序列 也 可 看 成 一 矩 
阵 , 因 此 一 是 阵 ,一 杀机 和 一 函数 笠 统 一 起 来 了 。 
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例 12 令 w% 上 定义 的 函数 8g 为 g(x) 一 对。 我 们 来 考察 
超 察 集 合 FF: 一 [I 5(i). 这 也 是 一 函数 徐 , 如 图 10 所 示 , 下 中 
任 一 辫 数 f 前 是 一 条 可 无 穷 延 什 的 折线 ， 小 圆圈 中 表示 8z) 
中 元 素 的 数目 ， 而 且 它 们 都 是 自然 数 ， 都 是 从 0 开始 的 一 些 
数 , 如 g(0) 中 仅 有 0, g(1) 中 仅 有 10 与 1, 等 等 。 这 样 来 想像 
我 们 所 刻 划 的 函数 入 ， 


和 


gC0) SC1) g(2) gC3) gn) gnt) 
图 10 


还 可 从 另 一 和 角度 , 旭 从 树 的 角度 来 考察 我 们 的 了 沙 数 艇 FF， 
这 就 是 对 于 任 一 函数 j, 当 feEF 时 ,总 有 1(0) = 0, 1(1) 可 以 
取 0 值 ,也 可 以 取 1 值 ， 换 名 话说 ,ff(1)€2, 一 般 地 ， 


0 
(8) 
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f(n) En. 
现在 ， 我 们 用 FT w* 表达 一 个 通 数 答 , 即 把 F 中 的 凌 数 的 定 
义 域 都 限制 在 x* 上 的 结果 。F1?2, FT 丫 3, 分 别 用 图 11 中 的 
4,B 两 棵 树 所 表示 ， 图 10(4) 表示 矩阵 (11.15), 有 反之 滤 隆 
(11.15) 也 表示 图 11(4) 的 树 。 图 11(B) 表示 惰 阵 (11.16)， 


0 人 

ll.1l 
(0 ,) (11.15) 
0 0 
0 0 1 
0 0 2 

11.16 
U 1 0 《 ) 
UL 1 
0 1 2 


反之 也 一 样 。 这 些 树 和 例 11 中 的 树 不 同 , 第 一 , 那里 树 根 不 
表示 数位 , 而 这 里 树 根 表示 数 零 。 这 些 数 的 序列 中 第 一 位 都 
是 0. 第 二 ,那里 都 是 二 值 树 , 而 这 里 不 是 二 值 树 : 它 的 树 又 在 
逐步 增多 。 树 根 长 出 2 个 树 义 ;上 一 层 每 一 折扣 长 出 3 个 树 
叉 , 再 上 层 长 出 4 个 树 叉 , 以 此 类 推 ,比如 14 的 树 为 图 12 
所 示 。 不 难看 出 ,F 也 是 一 棵 w% 层 的 树 , 它 的 树 义 是 未 层 隶 一 


3 2 1 0 过 者 香 唱 
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增多 的 . 这 是 一 哥 有 趣 的 树 ,请 读者 分 析 它 的 特征 ， 
“$4 乘积 定理 


在 上 节 的 一 些 例子 中 ， 对 于 任意 的 ;6 1, gCi) 天 多 ,我 
们 都 给 出 或 描述 了 【| g(i) 的 元 素 。 由 函数 的 定义 ,我 们 不 
难看 出 , 当 存在 一 :6 1， 使 得 gG) 一 8 时 , 就 不 能 有 一 函数 
fe ]] gG), 也 就 是 了 8C) 一 多， 反之 ,是 否 对 于 任 一 集 


合 1, 且 任 一 i, ie 7, g(i) 产儿 ,就 一 定 有 了 [| gCi) 不 空 呢 ? 
乘积 定理 可 以 回答 这 一 问题 . | 
乘积 定理 ”对 于 任意 的 集合 7 和 以 了 为 定义 域 的 任 一 琴 
数 g, 如 果 对 于 了 中 任 一 元 i, 都 有 gC2) 天 名, 则 
[| gC2) 产 好 . 


证 明 现在 假定 工 与 g 满足 定理 的 前 提 ， 到 了 工 为 一 标 纯 
集合 , 8 为 一 肖 数 且 有 
dom(8) 二 1, 对 于 每 一 1€1, g(i) 产儿 
我 们 定义 一 天 系 尺 如 下 
R: = {(i, x)|i€E IN\x € 980)}. (11.17) 
由 此 就 有 dom《(R) 一 J， 再 使 用 在 第 九 童 陈述 的 选择 公 
理 , 存 在 一 站 数 1, 使 得 
fCR, (11.18) 
dom(}) = dom( R) 一 1， (11.19) 
由 此 ,对 于 和 任 一 1€ 了 我 们 有 
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(i, 1(1)) € fCR. (11.20) 
由 《11.17) 我 们 有 大 记 Egg， 这 样 定 义 的 图 数 f, 满 足 
fe 1[ gCi). 所 以 Il g(i) 天 尹 。 所以, 欲 证 结果 成 立 . 


:*€1 


这 一 乘积 定理 是 很 基本 的 ， 它 和 选择 公理 在 逻辑 上 是 等 
价 的 ,也 束 是 当 我 们 把 乘积 定理 作为 公理 ,我 们 可 以 推演 出 选 
择 公 理 作为 一 定理 《见习 题 8)， 因此 , 有 时 也 把 它 称 为 选择 
公理 (形式 [1)， 


二 题 


1. 令 5= {2,3}, t= 二 {{2}, {3}}。 计算 w 丫 5, 并 作出 TS 的 表 
示 十 阵 积 表示 树 ， 

2. 令 5= {2,3,5}, w 一 {1, 4}。 计 算 xfT S, 并 作出 xf s 的 表示 
滤 阵 和 表示 树 . 

3 .作出 412 的 表示 树 。 

4. 作 出 2$4 的 表示 树 。 

5. 作 出 344 的 表示 树 ， 

6. 令 g(0) = {2,3}, 2(1) = {4}, 8(2) = {1, 2, 4} 

(1) 枚 举 山 8 (i). 


(2) 作出 ez) 的 表示 和 矩阵。 


《3) 作出 i g (2) 的 表示 树 . 
7. 对 》3 出 12 中 定义 的 和 Fi 5 的 树 ， 
8. 把 乘积 定理 作为 一 公理 , 试 证 明 , 对 于 任 一 关系 R, 都 有 一 函数 
1 ， 使 得 
(1) dom(f) = dom(R), 
(2) ER 
成 江 ( 也 就 是 由 乘积 定理 推 痊 出 选择 公理 成 立 ). 
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”第 十 二 章 ” 偏 序 结构 与 良 基 关 系 


本 童 讨 论 偏 序 结构 与 良 基 关 系 ， 这 两 个 重要 概念 具有 广 
沁 的 背景 ,因而 ,应 用 面 也 很 广泛 。 本 章 $1 先 从 若干 例子 开始 
讨论 弱 偏 序 结 构 。 $ 2 讨论 强 偏 序 结构 ， 并 进而 引 人 偏 序 结 
构 . $ 3 引进 有 关 的 基本 概念 ,它们 对 本 章 和 以 后 几 章 都 是 重 
要 的 .我 们 给 出 它们 的 严格 的 定义 ,而 旦 通过 若干 例子 ,通过 关 
系 的 图 形 ,矩阵 表示 方法 ,给 出 这 些 基本 概念 的 形象 说 明 .， $4 
讨论 极 小 元 与 极 大 元 . $ 5 讨论 线 序 结构 与 链 和 伪 树 的 概念 ， 
$6 讨论 民 基 关系 ， 给 出 了 良 基 关 系 与 降 链 的 相 联 系 的 定理 ， 
为 此 引 人 了 一 个 含意 次 刻 的 概念 一 一 依赖 选择 原则 .最 后 我 
们 在 $7 中 引进 了 树 的 概念 。 这 是 在 数学 理论 和 计算 机 科学 
中 应 用 广泛 的 一 个 基本 概念 . 


$1 弱 伪 序 


首先 ,我 们 重新 考察 任意 的 集合 S$ 上 的 包含 关系 。 比 如 ， 
令 5 一 P(51), 其 中 5, 为 任意 的 集合 ， 这 时 ,正如 我 们 已 指出 
的 那样 ,包含 关系 己 是 5 上 的 一 关系 ,为 了 醒目 ,有 时 ,我们 也 
写 做 入,， 对 于 任意 的 集合 x €5,y€ 5, z€《 5, 我 们 有 : 

(1) xCr, 
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(2) xCyA7yCz 一 xzCz， 

(3) xzC?yA7YCxr 一 xx 一》 

(1) 表 示 关 系 C 在 S 上 是 自 反 的 ; (2) 表示 关系 和 在 3 上 
是 传递 的 ,人 3) 表示 关系 @ 在 $S 上 是 反对 称 的 ， 

上 述 (1) 一 (3) 这 三 条 性 质 ， 使 我 们 看 到 关系 己 在 一 定 意 
义 下 把 集合 5S 的 元 排 了 一 个 次 序 ， 因 为 B € 5, SS 63， 并 且 
对 于 任 一 集合 x€E5, 都 有 双 Cr 和 xzCS。 所 以 空 集合 多 排 
在 最 前 边 ,或 者 说 外 最 小 。 而 5, 排 在 最 后 边 , 或 者 说 它 最 大 . 
当 S 天 允 有 时 ,比如 3 一 4 时 ,有 : 

(1) CIC2C3C4， 

(2) $C{l}C2C3C4, 

(3) BC{li}tC{l, 3}C{0,1,3}C4, 

(4) BC{21C{1, 2}C{1,2,3}C4, 

(5) BC{3}1C{2, 3}C10,2,3}C4, 

其 中 xCyCz: 一 xCy 人 yCz。 上 述 各 条 都 表明 该 条 内 所 涉 
及 的 五 个 集合 在 CC 关系 下 的 一 次 序 ， 例 如 《3) 表明 0 ,41}， 
tl 3j {0, 1, 3} 及 4 这 五 个 集合 之 间 的 次 序 《在 包含 关系 
之 下 )， 但 是 有 一 些 集合 ,他 们 之 间 在 包含 关系 C 之 下 没有 次 
序 关 系 , 比 如 ,111 与 12}) 既 非 {1}C{2), 又 非 12}C{11( 参 见 第 
六 章 图 3 及 相应 的 说 明 )。 一 部 分 集合 有 关系 己 ,一 部 分 集合 
之 间 没 有 关系 ,并 且 满足 条 件 (1) 一 (3) ,我 们 就 称 包含 关系 己 
为 3 上 的 一 候 序 (有 时 也 称 它 是 一 弱 俞 序 )。 条 件 (U 是 说 ，& 
中 的 任 一 元 x+，x 与 它 目 身 有 这 一 关系 。 因此, 这 叫做 C 在 8 
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上 有 自 反 性 .条 件 (2) 是 说 , s 中 任意 的 元 素 *, y， x, 若 * 包 
含 在 ?之 中 , y 包含 在 x 中 ,这 时 * 就 包含 在 zx 中, 这 就 是 我 
们 在 第 一 章 中 讲 的 包含 关系 的 传递 性 . 条 件 (3) 是 外 延 公 理 
的 一 种 陈述 形式 ,也 就 是 说 , 只 有 在 x 与 > 相等 时 , 才 可 能 有 
x 包含 在 y 中 ;并且 y 也 包含 在 * 之 中 . 上述 条 件 (1), (2)， 
(3) 对 于 刻 划 一 集合 上 的 关系 是 有 它 的 代表 性 的 ， 

现在 ,我 们 令 集 合 5 一 {0, 1, 2, 3, {0,4}, {0,4,5}, 并 
游 察 S 上 的 包含 关系 己 。 为 了 醒目 , 我 们 先 把 凡是 8 中 的 两 
个 元 素 有 包含 关系 己 的 都 用 有 向 线段 连接 起 来 。 每 一 元 *， 
自身 用 带 箭头 的 半 贺 相连 接 , 因为 都 有 x C x 成 立 ， 由 此 获 
得 图 1 ,很 显然 ,这 里 满足 上 述 条 件 (1),(2),(3). 


其 次 ,我们 令 5 = {2,3, 6, 7, 8, 12, 16, 18, 32), :并 且 
对 于 任意 的 元 yz， ?ES 令 
+RY < Jz E wy = 2 +). 
为 了 醒 四 ,我 们 把 集合 S 中 凡 有 尺 关 系 的 任意 两 个 元 素 ， 
都 用 有 四 直线 相连 接 , 任 一 数 自己 能 整除 自己 , 即 自己 对 自己 
满足 R 关 系 , 用 半 贺 表示。 这样, 就 获得 图 2 。 很 显然 , 对 于 
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任意 的 x,y, z € 5, 关系 RR 满足 如 下 的 条 件 : 

(1) xRx, 

(2) xRyN\yRz— xRz, 

(3) xRyNyRr—>x 一》 

人 们 常常 把 上 述 定 义 的 关系 RR 叫做 整除 关系 ， 它 也 规定 
了 集合 5 的 一 种 偏 序 ( 也 是 一 种 弱 偏 序 ). 

定义 12.1 令 R 是 集合 S$S 上 一 关系 , 即 ，RCS X 5, 如 果 
对 填 任意 的 x+,，》, z € 5, 都 朋 : 

(1) xRx, 

(2) xRyAyRz— +Rz, 

(3) xRyAyRx—>+ = y. 
则 我 们 称 尺 为 集合 S 上 的 一 弱 偏 序 . 

当 关 系 尺 为 集合 S 上 的 一 绊 偏 序 时 ,我 们 也 称 有 序 对 《4S， 
R)》 为 一 弱 侦 序 结 构 . 

例 1 当 5, 为 任 一 集合 时 , 令 5 一 PCS,), 则 《5, Cs) 为 
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一 绊 候 序 结构 . 

例 2 仿 S5= {0,1,2,3,140,4}, 40,4 :5 ， 这 时 ， 有 序 
对 《P(S), Cs) 为 一 弱 侗 序 结构 ， 

例 3 令 5 为 一 不 空 集合 ，(P(5)，Cs) 是 一 弱 幅 序 结 
构 ， 

例 4 令 S= {2,3,6,7,8,12,16,18, 32}， 并 且 R 
为 整除 关系 , 即 , 对 于 任意 *，y€5 

RY <—> zs€ wy — 2， x), 

这 时 ， 有 序 对 《5, RR) 为 一 器 偏 序 结构 ,R 为 5S 上 一 弱 偏 序 天 
系 。 


$2 强人 篇 序 、 候 太 


定义 12.2 令 5 为 任 一 集合 ,RK 为 S 上 一 关系 ,证 |， 
RCS Xx Ss, 

如 果 对 于 任意 的 +,，y, z 《5S, 都 有 : 

(1) xRx (BN I(xRx)), 

(2) xRyNMNyRz -> xRz, 

(3) xRy —> yRx. 
则 称 RR 为 集合 S 上 的 一 强 偏 序 。 其 中 条 件 (1) 称 做 RR 是 非 自 
反 的 ,条 件 (2) 仍 然 称 做 RR 是 传递 的 ,条 件 (3) 称 做 RR 是 非 对 称 
的 。 当 关系 尺 为 集合 5S 上 的 一 强 偏 序 时 ， 我们 称 有 序 对 《5， 
R》 为 一 强 偏 序 结构 ， 

例 5 可 以 验证 , 《wo,，6E。 是 一 强 偏 序 结构 ,其 中 
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E vo:—{lr,y)|xE oNyE whNreEy}. 
因为 《wo,&€ 。) 满足 定义 12.2 的 三 个 条 件 ， 即 : 
(1) 对 于 任意 * € 2 都 有 xz 六 x 成 立 (定理 4.1)， 
(2) 对 于 任意 的 *, ye o，, 我 们 都 有 
xXE27A7EY 一 YE 


成 立 (定理 5.4)， 
(3) 对 于 任意 的 *，》6 ww， 都 有 
ESI—>YEX 
成 并 (定理 5.5)， 


例 6 自然 数 的 小 于 关系 ,有 即 《wm, 二 。》 是 一 强 偏 序 结 
构 , 其 中 
< 一 xy yxzewAyeEwAx<y， 
显然 ， 这 是 例 5 的 另 一 种 表达 方式 ， 也 是 一 种 通 丛 的 陈述 方 
式 ， 
例 7 自然 数 的 大 于 关系 ， 即 《wo，, > 。 是 一 强 偏 序 结 
构 , 其 中 
> 一 {Tx yxecooANyEwA7 < x). 
读者 不 难 验证 大 于 关系 >。 满 足 定 义 12.2 的 三 个 条 件 . 
例 8 目 然 数 的 严格 整除 关系 , 即 4o，|。 是 一 强 偏 序 结 
构 ,其 中 
:一 {(x yxewoANAyeEwoA3asx(s>>1A7y 一 xz)}， 
容易 验证 ,这 一 关系 满足 定义 12.2 的 三 个 条 件 。 对 于 这 一 结 
构 ， 我 们 没有 办 法 用 图 形 完全 表示 出 来 ， 因 为 % 有 无 穷 多 元 
妹 , 并且 1。 也 是 有 无 穷 多 个 元 素 。 但 是 , 我 们 可 以 给 出 表示 
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图 3 ”严格 整除 关系 部 分 加 


| 的 一 个 部 分 图 (参见 图 3). 

由 上 边 例 子 可 以 看 出 ,由 例 1 ,2, 3 中 我 们 把 包含 关系 C 
换 成 严格 的 包含 关系 C+, 即 获得 〈P(S)，C+》 三 个 严格 信 
序 关系 .例如 ,就 例 2 而 言 ,我 们 就 得 如 图 4 所 示 , 它 是 一 严格 
的 偏 序 结构 ,并 且 一 般 说 来 ,对 于 每 一 个 弱 偏 序 结构 都 可 以 得 
一 个 强 偏 序 结构 . / 


(0 ,4,5} 
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定理 12.1 若 4S，R:,》 是 一 弱 偏 序 结构 ， 那 么 《3S，R27 
为 强 偏 序 结 构 ,其 中 
Ri: = {Cx, ))|xRyANzx Ey}. (12.1) 
证 明 由 (12.1) 式 , R, 显然 满足 定义 12.2 的 条 件 (1) 与 
(2) ,现在 来 证 明 R; 是 非 对 称 的 ， 即 对 于 任意 的 x*, 《5， 者 
有 
xRy— yRx, (12.2 ) 
假定 不 然 ， 我们 有 xRay 与 YR2x 同时 成 立 。 因此 就 有 
xRiy 与 yRiz 同时 成 立 。 这 时 ,由 Ri 满足 定义 12.1(3), 所 以 
有 rx 一》， 又 因为 有 xR2Y, 且 由 (12.1) 式 ,此 时 不 能 有 * = 二》， 
这 就 产生 一 矛盾 . 所 以 (12.2) 成 立 ; 即 R; 是 非 对 称 的 ， 
定理 12.2 若 《5, Ri1》 是 一 强 偏 序 关 系 , 则 《5, Rs) 是 一 
弱 偏 序 天 系 , 其 中 
Ri:= {Cx, yxRy Vx = y}. (12.3) 
证 明 由 R, 的 条 件 及 (12.3) 式 ，R, 显然 是 目 反 的 和 传 
递 的 , 我 们 仅 须 证 明 R; 是 反对 称 的 ， 于 R; 请 足 定 义 12.1 的 
条 件 (3)。 对 于 任意 的 *, ye 5, 我 们 假定 有 xR2y 且 yRixr， 
因为 Ri 非 对 称 ， 即 xRiy 与 yRix 不 能 同时 成 立 。 所 以 ， 有 
x 一 y。 即 R; 是 反对 称 的 ， 
定义 12.3 令 尺 为 集合 5S 上 一 关系 , 见 ,， RCS X 5, 如 果 
对 于 任意 的 x,，》, z€ 5, 部 有 : 
(1) xRyAYRz—> xRz, 
(2) xRyAYRx—>x=y. 
则 称 R 为 集合 S 上 一 偏 序 。 
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当 尺 为 S 上 的 一 偏 序 关系 时 ,我们 也 称 有 序 对 《3$， R》 为 
一 候 序 绪 构 . 有 时 也 称 3 为 一 有 序 集合 ， 
定理 12.3 (1) 若 有 序 对 《3S,，Ry》 为 一 弱 偏 序 结构 ， 则 
《5, R) 是 一 偏 序 结 构 . | 
(2) 阁 有 序 对 “5, R》 为 一 强 偏 序 结 构 ， 则 《5, R)》 是 一 
证 明 《也 是 显然 的 ， 对 于 (2); 仅 须 证 明 (2) 也 满足 定义 
12.3 中 的 条 件 (2), 即 反对 称 性 。 因为 定义 12.1 的 定义 (3) 是 
说 ,对 于 任意 x,y€5, 都 有 
x Ry —> yRX, 
因此 ,就 不 能 有 (xRy 作 yRx) 成 立 , 即 
XRyYAYRxX 
和 恒 侵 ,所 以 ,我们 有 
kyNAyRr—>x—y 
为 真 命 征 , 即 R 是 反对 称 的 . 


$3 序 的 基本 概念 


为 了 讨论 各 种 类 型 的 关系 ， 我 们 重 述 和 定义 一 些 基本 概 
念 。 这 些 概 念 对 于 我 们 对 关系 进行 分 类 , 弄 清 各 类 关系 的 性 
质 具 有 重要 的 作用 。 令 RR 为 S$ 上 的 一 关系 , 我 们 有 下 述 基 本 
概念 ， 

I 令 及 为 S 上 的 一 个 关系, 如 果 对 于 每 一 x€ 5， 都 有 
XRzx 成 了 。 郑 
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VxrES rRr, 
也 就 是 1,CR, 其 中 7,:={《x, x*)|x*€ 5S}, 则 称 关系 为 自 反 
的 ， 
当 5 为 一 有 穷 集合 时 ,关系 在 s 上 是 自 反 的 , 当 且 仅 当 
R 的 表示 滤 阵 的 主 对 角 线 上 全 是 1， 
例 9 令 5: 二 {as om os a} R 为 S$ 上 的 一 关系 , 按 约 
定 给 出 表 1 的 表示 矩阵 M(R), MCR) 的 主 对 角 线 上 部 是 1 ， 
因此 RR 在 S 上 是 一 自 反 关 系 ， 


表 1 


1 0 
0 1 
MI({R):= 

(R) ) 1 


OO 
SO 二 搬 必 


0 1 

I 令 R 为 集合 S 上 的 一 个 关系 ,如 乐 有 

Vr€S rRx, BI] Vxé€ SC™R(z,,+)), 

也 就 是 1 人 NR 一 部 ， 则 称 关 系 尺 为 非 自 反 的 ， 

有 穷 集合 5 上 一 关系 R 为 非 自 及 的 ， 当 且 仪 当 R 有 的 表示 
矩阵 M(R) 的 主 对 角 线 全 为 0. 

例 10 令 5:= 0, 0; ao 小 R 为 S$ 上 的 一 关系 , 按 
约定 记号 , 它 的 表示 和 矩阵 M(R) 为 
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0 
1 
M(R):= | 


.wp 避 所 
OO 搬 
OO OO = OO 


of 
由 于 M(R) 的 主 对 角 线 上 均 为 0 , 所 以 关系 R 在 S 上 是 
非 自 反 的 . 
我 们 已 经 多 次 使 用 图 形 和 未 示 关系 ,现在 ,我 们 再 引 人 一 类 

图 形 ,以 作为 表示 有 穷 集 合 上 的 关系 的 一 种 工具 设 
S = {a -ao 

给 定 3S 上 一 关系 尺 。 旧 先 在 平面 上 划一 振 小 圆 图 。 以 表示 
S 的 元 么 , 并 且 分 别 剑 上 这 些 元 的 名 称 。 然而 , 当 ojRaj 成 并 
时 ,在 由 a; 到 a; 连 上 有 问 的 圆 弧 ， 下 边 我 们 以 此 方法 画 例 9 
的 图 形 (图 5) 和 例 10 的 图 形 (图 6)， 有 时 也 称 这 种 图 为 平 
面 有 向 图 。 显然 , 自 反 关系 是 § 的 每 一 元 都 有 自身 到 自身 的 
回环 ,而 非 睛 反 的 关系 是 任 一 后 部 不 能 有 到 自身 的 贺 环 ， 
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IE 令 尺 为 集合 S 上 的 一 个 关系 ,如 果 有 : 
VrE€ESYyE SYVz € S(xRyAN yRx 一 > xRz), 
也 就 是 ReRCR, 则 称 关系 R 为 传递 的 。 
IV 令 尺 为 集合 S$ 上 的 一 个 关系 ,如 果 有 
Vr € SVy € SVz € S(xRyMN\yRz —> xRz), 
也 就 是 RoRC(S X 5 一 R), 则 称 关 系 尺 为 非 传递 的 ， 
传递 性 表示 ,5 中 任 雷 三 元 于 4;, aj, axk, 只 要 有 oi:Raj 和 
a;Rax ,就 一 定 有 a;Rax，, 而 非 传 递 性 则 相反 , 即 , 在 同样 的 前 
提 下 就 一 定 不 能 有 a;Rox 成 立 ， 
例 11 令 5= {a aa os oj Ri R; 为 S$S 上 的 两 个 天 
系 .。 我 们 用 有 向 图 表示 这 两 个 关系 R, 与 R (图 7 与 图 8)， 
由 图 7 与 图 8 可 知 , R, 是 传递 的 , R; 是 不 传递 的 ， 


图 7 图 8 


V 令 尺 为 集合 3 上 的 一 个 关系 ,如 用 我 们 有 
VrE€ SVY ES(xRY 一 7Rxr)， 
也 就 是 R71! 一 R, 则 称 关 系 R 是 对 称 的 ， 
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YI 令 R 为 集合 S 上 的 一 个 关系 R， 如 采 我 们 有 
Vr€ SYVYE SS(xRY 一 7Rz)， 

也 就 是 说 , RN RW = 8 , 则 称 关 系 尺 为 非 对 称 的 ， 

VI 令 R 为 集合 S 上 的 一 个 关系 ,如 果 有 

Vr ESYYE S(xRyANYyRrxr—> x = )), 

也 就 是 说 , RN RTCI,, 则 称 关 系 尺 为 反对 称 的 。 

现在 ， 我 们 使 用 征 阵 法 和 平面 有 问 图 来 表达 有 穷 集合 上 
的 一 关系 的 对 称 性 ， 非 对 称 性 和 反对 称 性 关系 的 这 三 个 基本 


| a1 
54 43 
岂 9 对 称 关 系 图 10 非 对 称 关 乔 
| 42 
| 43 
”图 11 反对 称 关系 
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例 12 令 9 一 tai， (23》 033 a4}， k;, ks Kk; 为 S 上 的 三 
个 关系 。 我 们 首先 用 画 有 向 图 的 方法 刻 划 出 这 三 个 关系 (图 
9、10、11)， 然 后 再 给 出 它们 的 表示 起 隆 ， 


0p 1 0 1 0 10 0 
1 0 1 0 0 0 1 0 

M{R,)= ， MM(R,)= 
(RS) 0 1 1 0 CR) 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 

1 1 0 0 

0 0 1 0 

M(R.)= 
(Rs) 0 0 1 0 
0 1 0 1 


不 难看 出 ,对称 关系 的 表示 矩阵 是 对 称 矩 阵 , 即 以 主 对 角 
线 为 对 称 轴 , 甜 阵 的 任 二 对 称 点 的 值 相同 ; 主 对 角 线 上 可 以 为 
1 ,也 可 以 为 0。 非 对 称 关 系 的 表示 矩阵 对 角 线 上 全 为 0 ,以 
主 对 角 线 为 对 称 轴 , 矩阵 的 任 二 对 称 点 不 能 同时 为 1 。 反对 
称 关 系 的 表示 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 可 以 为 1 ,也 可 以 为 0, 以 主 
对 角 线 为 对 称 轴 , 甜 阵 的 任 二 对 称 点 不 能 同 为 1、 

从 有 向 图 的 角度 来 看 ， 表 示 对 称 关 系 的 有 向 图 中 任 两 个 
不 同 点 a 与 a; 之 间 ， 若 存在 有 向 圆 弧 就 必须 成 对 出 现 (方向 
相反 ) , 非 对 称 关系 与 反对 称 关系 都 不 允许 这 种 情况 , 即 任 两 
个 不 同 点 之 间 至 多 有 一 条 弧 线 (可 能 一 条 也 没有 )， 对 于 任 一 
点 a, 对称 关系 与 反对 称 关 系 都 多 许 有 到 它 自身 的 圆 环 弧 线 ， 
韭 对 称 关 系 则 不 允许 这 种 圆 环 . 

VI 令 R 是 集合 3 上 的 一 个 关系 ,如 果 有 
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Vr € SVy € S(xRYy Vx = yV YRex), 

也 就 是 说 ，RUTUR- 一 5 XxX 5S， 则 称 关系 RR 为 连通 的 
(或 连接 的 ). 

例 13 令 9 一 (Lai, Q2， as}， Re, Ry 为 上 的 两 个 关系 ， 
它们 的 有 站 图 为 图 12、13, 可 以 验证 , 它们 是 尺 连 接 的 ;并且 
也 可 以 从 表示 和 滤 阵 上 一 眼看 出 一 关系 是 R 连接 的 ， 那 就 姜 际 
主 对 角 线 可 取 0 值 也 可 以 取 1 值 以 外 ， 以 主 对 角 为 对 称 轴 的 
任意 两 个 对 称 点 ， 至 少 有 一 点 取 1 值 (也 可 能 两 个 点 都 取 1 
值 )。 因此 ， 有 这 种 性 质 的 表示 乍 阵 我 们 也 可 以 称 为 连通 算 


图 12 过 通关 系 图 13 连通 关系 
0 1 1 0 1 0 0 0 
0.0 1 1 1 1 1 0 

M(R,) 一 MI(R,) 一 
(Re) o00 1 oF (R’) 1 0 0 1 
1 0 1 0 1 1 0 9 


上 述 八 条 是 对 关系 的 基本 刻 划 ， 有 些 条 款 所 刻 划 的 性 质 
是 相反 的 ,一 个 关系 对 二 者 至 多 只 能 具备 其 一 (如 1 与 1, I 
与 IV 等 )。 有 些 条 于 是 相互 补充 的 。 它们 的 组 合 就 引进 了 
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各 种 不 同 关 系 , 如 偏 序 , 弱 偏 序 , 强 偏 序 等 等 ,还 楼 应 用 它们 的 
组 合 去 刻 划 其 它 一 旦 重 归 的 天 系 ， 


$4” 极 小 元 与 极 大 元 


定义 12.4 对 于 任意 的 弱 偏 序 结构 4$,， R》, 如 果 不 存在 
x 使 得 x€ 5 xz 天 0 且 xRe， 即 对 于 所 有 的 xze3, 若 * 天 a， 
则 《zy as》 关 及 ， 则 称 z6 5 为 5S 中 对 于 关系 RR 的 一 极 小 元 ， 

定义 12.5 对 于 任意 的 强 偏 序 结构 (5, R》, 如 果 不 存在 
+, 使 得 xRa 成 立 , 则 称 5 中 的 元 素 4 为 对 于 关系 的 一 极 小 
元 ， 

所 上述 两 个 定义 ， 比 如 例 2 元 素 0 是 结构 《5, C,) 的 一 
个 极 小 元 。 对 于 结构 “S$, C+》，0 也 是 一 极 小 元 ，S 中 的 其 
它 元 素 不 是 结构 《5, CC) 和 《5, C+) 的 极 小 元 。 对 于 第 九 
章 例 4 中 的 5, Ri 为 严格 整除 关系 时 , 对 于 结构 《5，R1》 而 
言 , 目 然 数 2 ,3,7€5, 都 是 5 中 关于 Ri 的 极 小 元 ,5 中 的 其 
它 元 都 不 是 R, 的 极 小 元 . 当 R; 为 整除 关系 时 ， 对 于 结构 
《S$, Ra) 而 言 ， 自 然 数 2 , 3, 7€ 5S 也 都 是 关系 R; 的 极 小 元 ， 
S 中 的 其 它 元 都 不 是 R; 的 极 小 元 ， 

定义 12.6 对 于 任意 的 偏 序 结 构 (5, R), 如 果 对 于 任意 
的 x+€ 5, 都 有 

x=aVaR* 
成 立 , 则 称 4 为 S$ 的 一 个 RR- 最 小 元 ,不致 产生 混淆 时 , 可 简 
称 4 为 5 的 最 小 元 ， 
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例 14 对 于 任意 集合 51,， 5 一 P(5,)， 在 偏 序 结 构 《5， 
Cs) 中 空 集合 8 是 5 的 一 最 小 元 . 

对 于 本 章 例 4 的 结构 《5S, R》,5 中 没有 最 小 元 . 

定义 12.7 对 于 任意 的 弱 仿 序 结构 “5, R》,， 如 果 在 5 
中 没有 元 x, 使 得 * 关 4 且 aRz 成 立 。 即 对 于 所 有 的 x€ 5， 
部 有 若 * 关 a, 则 aRzx, 则 称 4 为 5 的 一 个 极 大 元 .《R- 极 大 
元 ) 

定义 12.8 ”对 于 任意 的 强 偏 序 结构 S$, R〉, 如 果 在 5 中 
没有 元 x, 使 得 aRx 成 立 , 即 对 于 所 有 的 xe 5S, 都 有 aRx, 则 
称 4 为 5 的 一 个 极 大 元 ， 

定义 12.9 对 于 任意 的 偏 序 结构 “S$, R》, 如 采 对 于 任意 
的 xzeS, 部 有 

4Y 一 CVYRa 
成 并, 则 称 4 为 5 的 一 个 最 大 元 . 

对 于 例 14 中 的 结构 “5, Cs) 来 说 , 显然 ,5 是 5 的 一 个 
最 天元. 


$5 线 序 、 链 


定 入 12.10 对 于 集合 SS 上 的 任意 的 天 系 怀 , 即 
RCS XS, 
如 采 尺 满足 条 件 IH,VI 与 VHI， 即 R 在 3 上 是 传递 的 ,反对 
称 的 且 尺 连接 的 , 则 称 有 序 对 《5, R) 为 一 线 序 结构 ， 或 称 全 
序 编 构 ， : 
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定义 12,11 “5, RR》 为 一 线 序 结构 ， 并 且 关 系 R 在 S 上 
是 自 反 的 ,我 们 就 称 ($, R》 为 一 弱 线 序 结构 . 

定义 12.12 《5S, R》 为 一 线 序 结构 ， 并 且 关 系 尺 在 5S 上 
是 非 自 反 的 ,我 们 就 称 ‘5, R》 为 强 线 序 结构 ， 

当 《5, R) 为 一 线 序 结 构 时 ,我 们 也 称 关 系 尺 线 序 了 集合 
S， 有 时 也 称 尺 全 序 5， 或 5 是 一 线 序 集合 或 5 是 一 全 序 集 


A 
Hs 


由 定义 12.1 一 12.3 和 定义 12.10 一 12.12 ， 可 直接 获得 下 
述 三 条 定理 
定理 12.4 若 43,，R7 为 一 线 序 结 构 ， 则 《S$, R) 是 一 侗 


定理 12.5 若 《5, RR) 为 一 弱 线 序 结 构 ， 则 《5, R) 为 一 
弱 偏 序 结构 . | 

定理 12.6 若 《8, R) 为 一 强 线 序 结构 ， 则 《8S，Ry7 为 一 
吗 候 序 结 构 ， 

定义 12.13 假定 R 为 S 上 的 一 关系 , 若 对 于 任意 的 
x€《 5,yE 5, 下 列 三 式 

XERy, X= yy, ?Kx (12.4) 

中 恰好 有 一 个 成 立时 , 则 称 RR 对 S 有 三 岐 性 ,或 说 R 对 8 具有 
三 分 法 的 。 

定理 12.7 若 《S, R) 为 一 严格 的 线 序 结构 , 则 R 对 5 具 
有 三 蚁 性 。 

证 明 首先 , 对 于 任意 的 xeS, 当然 , 我 们 有 * = x, 并 
且 由 于 RR 是非 自 反 的 , 故 *Rx 不 成 立 , 即 (12.4) 中 条 件 xRy 
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与 yRx 都 不 成 立 。 因此, 当 x* 一 * 时 ,有 R 对 SS 有 三 凡 性 . 

其 次 , 对 于 任意 的 x+,y€5, 且 x 关 y， 这 时 由 于 S$ 是 R 
连接 , 故 总 有 xRY 或 yRx 成 立 ， 而 且 由 于 R 的 反对 称 性 和 条 
作 x* 天 y, 所 以 ，xRY 与 yRx 只 能 有 一 个 成 立 。 这样 就 证 明 
了 在 任何 情况 下 ,R 对 5 都 有 三 野性 . 

定义 12.14 对 于 集合 S$ 上 的 任 一 关系 RR 和 5 的 任意 元 
a，5， 如 果 有 

aRb VbRa (12.5) 
成 立 , 则 称 a 与 bs 是 RR 可 比较 的 ， / 
定义 12.15 对 于 任意 的 偏 序 结构 “5, R》»， 并 且 SCS， 
如 果 有 
: Vx€ SIVYy E€ S(xRYyVx = yVyR?x), (12.6) 
则 称 5 为 RR 可 比较 的 . : 
”定义 12.16 对 于 任意 的 偏 序 结构 《5, R)， 且 SCS， 如 
采 S 是 R 可 比较 的 , 则 称 5 为 5S 的 一 R 链 . 

例 15 令 S:={0,1,2,3,{1},{1,{1}}},S:==4,5;: 二 10， 
{1}, {1, {1}}, 53: ={{1}, {1, {1}}}, 5S:={0, 1, 2, {1}}, 
由 (12.6) 式 可 以 验证 51, 5;, 5; 都 是 CC, 链 ,而 51, 5 都 不 是 
C, 链 .读者 可 以 找 出 5S 的 其 它 链 和 非 链 ， 

定义 12.17 令 《3,，R) 为 一 偏 序 集合 ， 如 果 对 于 每 一 
+€ 3， 则 x 时 尺 前 有 0 

ORGz) :一 人 7ExAyE3} (12.7) 
都 是 5 的 一 个 R 链 , 则 称 《S, R》 为 一 伪 树 ,并 称 OgCx) 为 一 
树 校 . 
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例 16 令 Ss 一 《2， 4，6， 8,10}, 偏 序 (S, |;> 是 一 伪 
树 ( 图 14)， 因 为 它 的 任 一 个 元 的 |; 剖 市 都 是 一 |, 链 。 其 中 
| =|,?,. : 

例 17 令 S$ = {2, 8,10,20,16, 24, 321?， 偏 序 集合 
《5, 1 也 是 一 伪 树 (图 15). 


图 14 【> 


例 18 令 SS 一 12,8,10,16,20,24, 32,961， 偏 序 集 
合 (5, | ,7 如 图 16 所 示 , 它 不 是 一 伪 树 (图 16)， 因 为 96 的 |， 
前 厅 01.(96) 一 {32, 16, 24, 8，2}, 而 24 与 16 在 |; 下 不 
可 比较 ,不 构成 一 个 |, 链 . 


20 


图 16 
例 19 侦 序 结构 《ao， € 0) 是 一 伪 树 。 
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$6 民 基 关系 


回顾 对 于 任意 自然 数 集合 5, 考虑 偏 序 结构 《5, € ,》。 由 
自然 数 的 性 质 , 这 一 偏 序 结构 有 一 个 特点 ,就 是 对 于 任 一 SC 
5, 若 9. 不 空 ,都 有 5, 的 €- 最 小 元 56, 即 有 Se 且 

SnS, 一 他， 
这 种 性 质 称 偏 序 结构 是 良 基 的 . 

一 般 来 说 , 对 于 任意 的 集合 5, 虽然 上 , 可 能 并 不 形成 一 
偏 序 关 系 ,但 它 仍 具 有 这 种 良 基 性 质 。 即 它 有 这 样 的 特点 ,对 
于 任意 的 非 空 的 SC3S, 总 有 SeS 并 且 Sns 一 8 ， 即 不 
存在 xe 5,, 使 得 *eS。 或 

Vx€ SC(xr&S,). 
为 了 描述 上 述 性 质 ,我 们 推广 极 小 元 的 概念 . 

定义 12.18 令 R 是 任意 的 二 元 关系 , D 为 任 一 不 空 集 
合 , 如 果 

Vr € DR(x, a) 
成 立 , 其 中 R(x, o): 一 了 R(x, a), 即 x 议 。 则 称 D 中 元 < 
为 R- 极 小 元 

定义 12.19 ”如 果 一 关系 RR 对 一 切 非 空 集合 D， 都 含有 
一 个 R- 极 小 元 , 则 称 尺 为 良 基 的 . 

如 果 此 定义 12.19 中 的 思 不 是 fldCR) 的 一 个 子 集合 ， 

然 它 一 定 含有 一 个 RR 极 小 元 . 事实 上 , D > fld(R) 中 任 一 元 
a, 都 是 D 对 的 一 极 小 元 。 因此 起 作用 的 是 DD 为 fldCR) 的 
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子 集合 . 
定理 12.8 一 关系 RR 为 良 基 的 ， 当 且 仅 当 不 存在 具有 定 
义 域 为 。 的 函数 f, 使 得 对 于 每 一 a& wo, 都 有 
R(flnt), fn)). 
也 称 
大 2 大 0) (12.8) 
为 一 降 链 ,对 于 上 述 户 令 
D:= {ff(n)|nt€ w}. (12.9) 
称 DD 为 fld(R) 的 一 降 链 子 集合 . 
证 明 假定 一 关系 RR 不 是 良 基 的 ， 那 么 存在 一 非 空 集合 
$, 它 没有 RR 极 小 元 , 即 
Vr € SI3Y € SR(Yy, x )， (12.10) 
直观 地 讲 , 因为 8S 不 空 ， 任 取 a,€ 5, 由 (12.10) 存 在 a1, 使 得 
R(a1, ao) 成 立 , 又 由 于 a1€5, 由 (12.10) 又 存在 a;€5, 使 得 
R(az, ai) 成 立 。 a; 不 同 于 ao, 因为 $S 中 没有 R 的 极 小 元 , 所 
以 St 一 S$S 一 {a0} 中 也 没有 R 极 小 元 ,把 5, 应 用 于 (12.10), 即 
得 a; 冯 ao， 把 这 一 过 程 继续 作 下 去 , 即 得 到 下 述 无 穷 序 列 


Qo0s dis 439 **, (12.11) 
并 且 对 于 每 一 x€ w, 都 有 
R(asti, an), (12.12) 
或 者 记 做 ew4iRas。 
这 样 我 们 可 以 令 
f:= {a, as |n€ w}, (12.13) 


由 (12.12) 与 (12.13) 即 得 欲 证 结果 ， 


* 221 。 


反之 ， 冰 存在 一 水 数 天 om 一 8dCR) 满足 定理 的 条 件 ， 
我 们 令 : 
S:= {y|3n € of(n) 一 分 ， (12.14) 
个 难 证 明 , 由 (12.14) 给 出 的 集合 5 中 没有 R 极 小 元 ， 
注 1 在 上 述 证 有 明 中 ,我 们 说 "把 一 过 程 继 续 进行 下 去 ， 
即 得 到 下 述 无 穷 序列 ”( 指 获得 (12.11))， 进 行程 序 可 能 有 无 
穷 多 种 情况 ， 每 一 情况 下 都 需要 由 e 去 找 一 个 5， 使 得 bRa 
成 也 ,我们 知道 , 虽然 37 SR(y, a), 但 是 (12.10) 并 未 给 
选择 的 具体 方案 . 也 就 是 说 , 可 能 有 许多 元 其 至 无 穷 多 元 
y 满足 yRz， 根 据 什 么 原则 去 挑选 唯一 的 元 到 并 且 把 这 种 过 
程 无 限 地 进行 下 去 呢 ? 这 就 要 求 使 用 选择 公理 。 不 过 , 这 里 
仅 须 用 一 种 较 弱 的 形式 的 选择 公理 ， 称 之 为 依赖 侈 择 原 则 ， 
意味 着 允许 人 们 依次 进行 % 次 的 选择 . 
依赖 选择 原则 ”如果 了 是 在 不 空 集 合 S 上 的 一 个 关系 ， 
对 于 每 一 x+€ 5, 都 有 y€5, 使 得 T(x,y) 成 立 , 则 存在 一 序列 ， 
Gos oo os dns as *® (12.15) 
满足 
aoT a, aT os GTasy Ta (12.16) 
若 令 依赖 选择 原则 中 的 T(x, 7) 为 
| T(r, 7y):= R(Y, x)., / 
其 中 尺 为 定理 12.8 的 关系 , 据 依 赖 选择 原则 ,由 《12.10) 即 可 
获得 (12.11)， 
现在 ,使 用 选择 公理 采 证 了 明 选 择 原 则 , 
由 S 不 空 ， 取 ao 上 6S， 由 前 提 ， 存 在 y《 5 使 得 ao7y 成 
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立 , 于 是 又 可 选择 a,€ 5, 使 得 Te 成 立 ， 假 定 在 5 中 已 获 
得 
os qi «ees gn (12.17) 
使 得 
oaoT a1s oTays CT， 

成 立 . 由 前 提 , 存在 y€ S, as7Ty 成 立 ， 故 又 可 选择 asw4, 使 
得 asTanti 成 立 ， 依 此 类 推 , 即 由 选择 公理 , 继续 这 一 手续 ， 
即 可 获得 我 们 的 欲 证 结果 | / 

定义 12.20 ”对 于 任意 的 偏 序 结构 《S, R)， 如 果 尺 是 一 
良 基 关 系 ,那么 我 们 就 称 《5, R》 为 良 偏 集 合 。 也 称 R 为 S$ 上 
良 偏 序 关系 . z / 

定义 12.21 令 《5, R) 为 一 线 序 集合 ， 如 果 尺 是 一 良 基 
关系 ,就 称 《5, R) 为 一 良 序 集合 , 也 称 关系 R 良 序 了 集合 5 
或 5 被 RR 良 序 ， 

良 偏 序 集合 、 良 序 集合 都 是 很 重要 的 概念 ,我 们 还 要 进 一 


{1,{1},{1,(1}})} 
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步 讨论 它们 的 性 质 和 应 用 . 
例 20 令 
— {1,2,3,4,{1},41,{1}},{1,{17},{1,{1}?}}, 
那么 ‘5, &》 如 图 17 所 示 是 一 良 偏 序 集合 ,但 不 是 一 良 序 集 


合 ， 


例 21 对 于 任 一 自然 数 m，4n,，€ 。》 都 是 一 恨 序 集合 


$7 树 


定义 12.22 
(1) 一 树 是 一 偏 序 集 合 , 《$S，R》 使 得 对 于 每 一 *€《 5, + 
的 前 节 集 合 Or(x) 是 被 R 民 序 的 . 

(2) 对 于 一 偏 序 集合 ‘5,R) 向 
言 , 由 线 序 的 5 的 子 集合 5 叫做 
一 六 链 , 一 个 极 大 链 ( 即 一 链 5; 这 
有 x*&E5 一 51, 使 得 51U 1{x? 还 是 一 
链 ) 电 做 树 的 一 个 校 或 分 校 ,一 通路 
是 一 链 且 没有 空隙 , 即 一 链 $: 是 一 
通路 ;如果 对 于 任 病 xy,》ESzeES 并 有 量 xRzyzRy， 则 >6E 5,. 
在 图 18 中 集合 a, 6, 4, 。, 用 不 是 一 链 ，, 集 合 ta, de 十 一 
链 但 不 是 一 通路 ,集合 {6, 4, e} 是 一 通路 ， 但 不 是 一 分 枝 ， 
集合 te, 5, d, e} 是 一 分 枝 . 

(3) 对 于 一 偏 序 集合 (5, R), 我 们 称 ? 是 * 的 一 直接 后 
继 ， 如 及 xRy 旦 没有 XX &《 5 使 得 xRz, zRx 同时 成 立 ，S 的 
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没有 后 继 的 元 叫做 S 的 R 树 时， 如 图 18 中 c， f,，e, 都 是 树 
叶 。 没有 前 驱 元 的 元 叫 树 根 。 图 18 中 的 4 即 为 一 树 根 。 一 
树 中 既 不 是 根 也 不 是 时 的 点 叫做 节点 ， 图 18 中 5，4 都 是 市 

定理 12.9 如 果 《5, R) 是 一 树 , 那 么 RR 对 集合 5S 是 一 民 
基 关 系 , 并 且 在 树 (S$, R》 中 每 一 链 ¢ 都 是 一 民 序 集合 ， 

证 明 ”因为 S 是 一 集合 ,我 们 仅 需 指出 ,对 于 5 的 每 一 不 
空子 集合 DD 都 有 一 RR 极 小 元 令 z 是 DD 的 一 元 素 。 如果 z 不 
是 S 的 R 极 小 元 ， 那么 集合 {xilxE DAxRz} 是 良 序 集合 
Or(z) 的 一 不 空子 集合 . 所 以 它 有 一 R 极 小 元 六 这样》 就 应 
是 吃 的 R 极 小 元 ,因为 当 * € D 且 xRy, 那么 由 xRy 和 和 yRz， 
也 有 x*Rz 和 

r€éirlxé€E DArRz}), 
这 与 ?是 丸 极 小 元 相克 看， 
若 c 是 5 中 一 链 , 那么 R 是 良 基于 ¢ 的 , 因为 4c, R) 是 


ne 
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线 序 且 尺 良 基于 c, 故 < 是 由 R 所 良 序 的 . 

由 上 述 结果 , 不 难 验 证 本 章 $5 例 16 与 例 17 给 出 的 伪 
树 也 都 是 树 。 不 是 树 的 伪 树 我 们 以 后 再 讨论 . 

例 22 如 图 19 所 示 , 集合 {a, 6, c,d, ce, fg 有 ,i,j 
1, m】 构成 一 树 ,虽然 它 可 以 被 看 作 是 两 棵 独立 的 树 。 

习 题 
1 .如 图 20(z), 它 表示 下 述 集合 5 与 5 上 的 关系 R, 
S:= {a, pc d}, 


kK: = {<as b> , Ca, c> <a, d>, 《2 c>} Ui;, 
试 指出 图 20(42) 与 图 20(°) 所 表示 的 集合 和 关系 。 


图 20 
2. 证 明 : 若 关 系 R 是 集合 5 上 一 偏 序 ， 则 R 也 是 5 上 的 一 篇 序 . 
3. 假 定 <， 与 <s 分 别 是 集合 9 与 3 上 的 偏 序 ， 并 且 已 苑 图 
数 帮 S 一 5。 对 于 5 中 所 有 的 *，y 都 满 下 
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< yf) < fy). 

在 上 述 条 件 下 ,我 们 能 够 断定 : 

(1) f 是 内 射 阔 数 ， 

(2) x < yt) < fy) 
成 立 吗 ? 若 成 立 试 证 明之 , 若 不 成 立 请 兴 出 反例 。 

4. 试 给 出 图 20(4) 一 (°c) 的 表示 征 阵 ， 

5. 试 画 出 图 20(4) 一 (<) 的 有 向 图 (用 § 3 中 描述 的 方法 )。 

6. 证 明 : ”对 于 任意 的 偏 序 结构 《<5， R>, 若 a€ 5 是 5 中 关于 R 的 
一 最 小 元 ; 则 4a 是 5 中 关于 的 一 极 小 元 . 

7 .证 明 : ”对 于 任意 的 偏 序 结构 《<S，R>, 者 a 《5S 是 5 中 关于 R 的 
一 最 大 元 , 则 a 是 $s 中 关于 的 一 极 大 元 ， 

8. 证 明 : 对 于 任意 的 偏 序 结构 《5，R>、 若 在 5 中 存在 R 最 小 元 ， 
则 最 小 元 是 唯一 的 。 

9. 证 明 : 对 于 任 党 的 偏 序 结构 《<S，R>， 若 4 与 4 都 是 5 中 关于 
关系 的 最 大 元 ; 则 有 e = a; 

10. 设 《51,。R,> 和 《5,，R,> 都 是 线 序 结构 、 现 定义 5 x 5; 上 关系 
R 如 下 | 

《ai b>RLasy b> 当 有 是 仅 当 aRiayV (a = 0, Mb.R,D,) 

试 证 明 <5 x 5,、R> 是 一 线 序 结构 . 

11. 证 朋 ; Kw%，&€ 。> 是 一 良 序 集合 

12. 证 明 : 者 《5，R> 是 一 良 序 结构 ，、 并 且 TC5, 那么 4T，R> 也 是 
一 民 序 结构 ， 

13. 老 3， R? 是 一 民 基 关系 ， 且 ,CR, 试 证 明 <5, Ri> 是 良 基 关 
系 ， 

14. 证 明 : 若是 良 基 关系 且 TCR, 那么 T 也 是 良 基 的 ， 

15, 证明: 如 果 《5, KR> 是 一 民 基 关系 ,那么 5 中 不 存在 奇异 集合 ， 
当然 不 存在 有 穷 序 数 #1，*,、，，…，xn,1 三 >， 使 得 

Xatx RAR Rx RXs, 


特别 是 , R 是 不 自 反 的 ， 


es 227 。 


第 十 三 章 等 价 与 同 构 


等 价 和 同 构 是 数学 的 两 个 基本 和 概念， 也 是 本 忆 讨 论 效 系 
扩充 和 基数 各 章 时 的 基本 工具 . 


$1 等 价 类 及 其 相应 的 关系 


在 日 常生 活 中 ,在 数学 的 许多 领域 中 ,区 分 等 价 类 的 思想 
是 很 普遍 的 . 
例 1 姓氏 是 把 人 们 区 分 为 不 同 的 等 价 类 . 赵 、 钱 、 孙 、 
李 等 等 都 是 一 些 等 价 类 .同姓 可 以 看 作 一 个 关系 Ri, R(x，,》) 
意 指 * 和 ? 是 同姓 的 . 
当然 ,不同 的 民族 也 把 人 们 区 分 为 不 同 的 等 价 类 ;而 不 同 
性 别 又 把 人 们 区 分 为 男性 与 女性 两 大 类 别 ， 这些 不 同 的 分 类 
方法 都 是 由 相应 的 等 价 关系 来 划分 的 ， 
例 2 把 自然 数 集合 可 区 分 为 ， 偶数 和 奇数 两 大 类 . 这 
种 对 % 中 元 的 分 类 法 也 可 以 由 下 述 关系 R; 所 确定 . 
R(x, 7y 关 一 《xy xz 一》 可 被 2 整除 } 
一 zy)|rzrcwANAycwoANAa3s 
€ of2 .zx 一 jz 一 ?7)) 
例 3 把 % 划 分 为 如 下 十 个 部 分 : 
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So:= {0, 10, 20, 30，.…… }， 
Si:= {1,11,21,31,，...}, 
Ss:= {2,12, 22, 32，.… |， 


S, :一 19,，19，29，39，.… 
不 难看 出 ， 对 于 上 述 每 一 集合 , 5; 中 的 元 素 ， 它 们 锌 10 
除 所 得 的 余数 相同 ， 这 样 按 余 数 相 辣 划分 成 了 如 .上 10 个 集 


合 ， 


“分 类 ”或 称 “ 划 分 ”直观 地 可 以 设想 为 把 集合 中 元 素 分 别 
放 到 一 些小 盒子 里 ，5 的 每 一 元 素 恰好 分 在 某 一 个 小 盒子 而 
且 只 分 在 一 个 盒子 里 ,这 些小 盒子 的 集合 (或 汇合 ) 形成 了 对 
S 的 一 个 划分 。 


(a) (5) (ec) 
图 1 把 一 集合 区 划 为 小 盒子 示意 图 
把 图 1(@) 转换 为 (c) 的 过 程 ,这 种 抽象 方法 是 数学 中 党 
用 的 方法 
假定 把 S$ 上 的 二 元 关系 尺 定义 为 ， 对 于 S 中 的 * 与 7. 
R(x, y) 当 且 仅 当 * 与 ? 在 同一 个 小 盒子 中 ， 
那么 ,我 们 容易 看 出 ,R 有 下 述 三 条 性 质 . 
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(1) R 对 于 S$ 是 自 反 的 , 即 
VrR(x, x), 
(2) R 是 传递 的 , 妈 
VrVyV2(R(x, y)N\ R(y, 2)—> R(x, 2)), 
(3) R 是 对 称 的 , 即 
VrvVy(R(x, y)— R(y, +)). 
定义 13.1 如 果 二 元 关系 RR 在 S$ 上 是 目 反 的 、 对 称 的 和 
传递 的 , 则 称 R 是 5 上 的 一 个 等 价 关 系 . 
引 理 13.1 如 果 R 是 § 上 一 个 对 称 的 和 传递 的 天 系 ， 则 
R 一 定 是 fld(R) 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
证 明 我 们 知道 任何 的 关系 R, 都 有 
RECOdom( R) Xx ran(R)Cfld( R) x fld( R)., 
因此 ,我 们 仅 须 证 明 R 在 fld(R)》 是 目 反 的 ,我 们 有 : 


x Edom(R)— R(x, y), 对 于 某 一 》 
> R(x,》) 八 R(Y, x) ”由 对 称 性 
一 > R(x, +). 由 传递 人 性， 


类 似 地 ,对 于 ran(R) 中 元 素 ， 也 可 有 相应 的 推演 过 程 ， 
入 尺 在 fld(R) 上 是 目 反 的 ， 

注 1 并 不 能 从 上 述 引 理 推出 ，“ 如 果 一 关系 R 在 S 上 
是 对 称 的 和 传递 的 , 则 ER 为 S$ 上 一 个 等 价 关 系 ， 因 为 上 述 5| 
理 推 得 R 在 fd(R) 上 是 目 反 的 , 但 可 能 在 S$ 上 不 是 自 反 的 ， 
因为 可 能 有 : 

fld( R )C.5S. 
这 样 ， 就 可 能 存在 一 x€ $$， 但 在 $ 中 不 存在 y， 使 得 
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R(x, 7)) 或 者 R(Y, x). 

S 的 任 一 分 划 , 确 定 了 5 上 的 一 个 等 价 关 系 RR。 反 过 及 ， 
S 上 任意 的 一 个 等 价 关系 也 能 确定 5 的 一 个 分 划 ( 分 类 )。 

定义 13.2 对 于 任 一 关系 R， 我 们 令 : 

OrCx) := {1|zRr}, (13.1) 
并 且 当 尺 为 一 等 价 关 系 且 x+€ fld(R) 时 ， 就 称 Or(x》 为 模 
R 中 x 的 那 一 等 价 类 . 行文 中 RR 为 不 变 时 ,可 简写 做 0(*)， 
| 引 理 13.2” 若 R 为 集合 S 上 一 等 价 关 系 , 且 x6S， 则 
Or(x) 为 一 集合 . 

证 明 由 (13.1) 我 们 有 Or(x)Cdom(R), 下 


Or(Cx) = {zt|tRx At€ dom( R)}. (13.2) 
由 分 离 公 理 , 即 得 欲 证 结果 ， 
引 理 13.3 若 尺 为 集合 S 上 的 一 等 价 关 系 ， 则 : RR 造成 
时 分 拓 凤 等 价 类 的 汇合 : 
Cr: ={y|3x(y = Or(x) 人 z6ES)， (13.3) 
也 是 一 集合 . 
证 明 ”由 (13.1) ,我 们 可 知 , 对 于 任意 *€ 5， 我 们 都 有 : 
Or{x) Cdom(R ), 
Or(x) € PCdom( R)). 
所 以 ,就 有 


一 {y|3x(y = Or(x) Mx € SAy€ P(domR ))}. 
由 分 离 集 合 公理 , 即 得 欲 证 结果 ， 、 
引 理 13.4 ”假定 尺 为 S 上 的 一 等 价 关 系 , 又 假定 x,》E 5， 
那么 
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OR(Kx)] 一 OR(y) > xRY, 《13.4 
证 明 假定 ORG(x) 一 Og(y)。 由 YRYy， 秦 有 
y € Op(y) 一 Or(%), 
从 而 ye OrCx)， 从 定义 13.2, 即 得 xRy。 综 上 ,我 们 有 
Or(%) 一 Og(y) —> xRy. 
设 xRY, 那么 对 于 任意 1€ S$, 有 : 
1 € Og(y) — 1Ry 


—>yRt 对 称 性 
一 > xRt 由 xRy 及 传递 性 
~ Rx 对 称 性 
— 1€ Or(x)., 


因此 ,就 有 Or(ly)COr(x)。 类 似 地 , 由 xRY 可 得 yRx， 
并 且 可 得 Or(x) COrty)，。 故 Or(x) 一 Or(y)， 综 上 ,我们 
有 xRy 一 Og(x) 一 0r(y)。 由 上 述 两 步 ，(13.4) 成 立 , 欲 证 
结果 得 证 ， 


32 划 分 
现在 ,我 们 给 出 划分 的 一 个 数学 定义 ， 


定义 13.3 集合 5 的 划分 是 5 的 非 空子 集合 的 集合 了， 
它 是 两 两 不 交 的 和 穷竭 的 ， 就 是 说 ,如 果 8 满足 条 件 


~ 3x(r€E BAVyE BB(yCS); (13.5) 
Vxr€ BYvyE B((xfy)= $Vr = y); (13.6) 
Vx € SA3y € B(x € y). (13.7) 
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则 称 B 是 集合 5 的 一 个 划分 . 

定理 13.1 假定 RR 为 非 空 的 集合 S$ 上 的 一 等 价 关 系 . 那 
么 ,所 有 等 价 类 的 集合 Cx 是 一 个 划分 . 

证 明 ”假定 为 一 等 价 关系 ,S 非 空 , 我 们 来 证 明 Cs 满 
足 (13.5) 一 (13.7)， 

首先 ,我 们 有 *， 使 得 x*€ 5, 并 且 有 

(1) Orlx) € Ca. 

(2) Orlx) 不 空 ,因为 R(x, x), x € Or(x)。 

(3) 对 于 任意 x, ?6e 5, 我 们 假定 有 : 使 得 : 

1 € Op(x) (| Or(y), 
所 以 有 
R(t, xx) 人 RCI y). 

因此 ，R(x, 2) 人 \ R(t, 7). 

所 以 ,有 R(x,y), 好 Orlx) 一 OgCy)， 

上 节 已 经 指出 ， 一 个 集合 5 的 分 类 是 怎样 导致 一 个 等 价 
关系 的 ， 现 在 ,我 们 从 一 集合 5 的 划分 出 发 ,形式 地 给 出 一 
个 关系 Rs, 不 难 证 明 Rs 是 $S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 

定义 13.4 假定 B 是 集合 5 的 一 个 划分 ， 我 们 称 下 述 关 
系 Rs 是 划分 B 的 相应 关系 : 

Rs(x, y) > 3u € B(x EuNy En). (13.8) 

定理 13.2 如 果 B 是 5 的 一 个 划分 ,那么 定义 13.4 中 给 
出 的 Rs 是 5 上 一 等 价 关系 . 

证 明 由 定义 13.4, 不 难 验 证 Rs 十 和 目 反 的 .。 对 称 的 和 
传递 的 ， 
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$3 商 集 合 与 乐 符 集合 


定义 13.5 ”如 果 尺 为 S 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 那 么 我 们 称 


集合 CR 为 一 商 集 合 , 它 的 元 素 是 等 价 类 ,并 且 律 访 记 做 S/R.、 
读 做 “5 模 R .这 时 ,有 一 个 目 然 映 射 : 
ow:S—5S/R, (13.9) 
它 被 定义 为 ,对 于 任意 * € S 都 有 
p(x) 一 Or(*). : (13.10) 


图 2 目 然 映射 9 


例 4 令 R 为 上 满足 下 式 的 二 元 天 系 : 
R(m, 2) < 一 mm 一 1 可 被 10 整除 
«> dz Ewo(l<zAMAl0:2 = |m—+|). 
那么 ， 不 难 验 证 R 为 % 上 一 个 等 价 关 系 ， 这 个 丙 集 合 有 
10 个 元 : 

Or(O0), Or(1), Or(2), ***, Or(9). 
它们 分 别 对 应 于 被 10 除 之 后 的 十 种 可 能 的 余数 。 很 显然 ,这 
十 个 元 恰好 是 我 们 在 $ 1 的 例 3 中 所 给 出 的 集合 

991， 。。，， S90 
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我 们 已 经 注意 到 商 集合 的 三 个 有 趣 的 特点 ， 它 本 身 是 不 
空 的 , 它 的 任意 元 也 是 不 空 的 ,并 有 旦 是 两 两 不 交 的 .对 于 有 这 
种 性 质 的 集合 ， 我 们 能 否 在 它 的 每 一 个 集合 中 恰好 挑选 一 个 
元 素 使 其 组 成 新 的 集合 呢 ? 如 果 能 挑选 出 来 ， 我 们 称 这 一 集 
合 为 商 集合 的 采样 集合 .对 于 某 些 特殊 情况 ,比如 在 例 4 中 ， 
能 否 从 So 51，，……,S， 中 分 别 选 择 一 个 元 素 而 组 成 新 的 集合 
呢 ? 当然 可 以 ,我 们 可 以 有 集合 (0, 1, 2,…,9), 但 是 ,是 否 
在 任何 情况 下 都 能 这 样 做 昵 ? 这 又 涉及 到 一 个 根本 原则 ， 即 
选择 公理 的 一 种 形式 ,让 我 们 来 陈述 这 一 形式 如 下 : 

选择 公理 《形式 亚 ) 

VxVy € x(y 天 区 人 YExvy 
Ex(H FIN $)—> 3C(V 
€ x*31t €E s(t E CN ViE CA € x(1 € 2))).(13.11) 

于 述 公式 的 直观 合意 是 很 请 楚 的 ， 融 是 对 于 任 一 由 不 空 

的 两 两 不 交 的 集合 组 成 的 集合 x, 总 可 以 从 它 的 不 空 的 两 两 
处 交 的 集合 中 国 时 各 取 一 个 元 素 组 成 一 新 的 集合 C。 我 们 称 
集合 C 为 采样 集合 . 

定理 13.3 者 选择 公理 的 形式 成 立 , 则 选择 公理 的 形 
和 II 也 成 立 ， 

证 明 ”选择 公理 的 形式 开 是 说 , 设 五 是 具有 定义 域 为 I 
的 一 函数 , 且 Vi€ 1(HG) 疡 g), 则 IT a ) 不 空 ， 也 就 是 
说 ， 有 一 通 数 fe ll H(i)， 这 里 有 

vie 1) € HG). (13.12) 

现在 ,我 们 使 用 形式 I 的 前 提 , 构 造 这 一 滔 数 j, 取 了 为 
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满足 形式 II 的 前 提 的 集合 , 即 了 是 由 不 空 的 两 两 不 交 的 集合 、 
所 组 成 的 集合 , 令 H(i) 一 i( 当 i€1) 时 ,由 假定 ,有 
Vié1I(H(i) %), 
所 以 ,使 用 形式 I， 就 有 一 函数 f 满足 (13.12), 令 
C:=ran(f). (13.13) 

这 样 , 由 (13.12)、(13.13) 和 是 一 个 函数 并 满足 这 种 性 质 ,我 
们 就 有 : 

Vz € I3!It€ gs(1€E C)AMViE C31z €E I(tE 2), 
一 ,我 们 获得 了 僻 证 结果 ， 


$4 等 价 关系 与 函数 / 的 相 农 性 


现在 令 尺 为 $ 上 一 等 价 关 系 ， 并 且 令 函数 户 S 一 了 ， 起 
们 满足 : 
R(x, y) < 和 > f(x) = f(y). (13.14) 
也 就 是 说 ， 可 以 一 方面 通过 关系 R， 把 集合 5 分 成 若干 
等 价 类 , 男 一 方面 ,通过 峭 数 f 把 5 映射 到 集合 T， 这 个 ff 有 
这 种 性 质 ， 同 一 等 价 类 中 的 各 点 都 映射 到 了 中 一 个 点 ,反之 ， 
对 于 ran(f)CT 中 任 一 点 扎 广 (9 恰好 是 $ 中 在 R 之 下 菏 一 
个 等 价 类 (图 3). 这 样 ,就 应 当 有 一 函数 天 
fj:S/R— 7,. (13.15) 
但 是 ,是 否 有 f 使 得 
: /一 fp (13.16) 
成 立 呢 ? 其 中 9 为 自然 映射 ( 见 图 4), 也 就 是 说 , # 在 等 价 类 
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图 3 等 价 关 系 尺 的 相关 沪 数 了 


S/R 


i 


图 4 把 f 分 解 成 服从 一 一 对 应 的 自然 映射 


Or(x) 的 值 是 否 等 于 f 在 * 的 值 呢 9? 现在 我 们 就 来 考察 定义 
在 商 集合 上 的 通 数 问题 , 令 了 为 9, 即 f:5 一 5, 这 时 ,我们 娶 
问 是 否 存在 一 个 相应 的 函数 f. 
f:S/IR~—> S/R., 
使 得 对 于 每 一 x€ $, 都 有 
jC OgC#)) 一 OrCfCx)) 
”成 立 呢 ? 我 们 试图 运用 从 等 价 类 中 选取 一 个 特定 的 元 素 x， 
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并 构成 Og(f(x) ) 的 途径 去 定义 户 数 f 在 等 价 类 上 的 值 ( 见 图 
5 )， 但是， 假定 六 与 x; 都 在 同一 个 等 价 类 中 ， 只 有 当 从) 
与 太 *,) 也 都 属于 同一 等 价 类 之 中 , 了 才能 被 定义 的 。 


SIR. 


图 5 当 fog = gof 时 , 称 f 与 1 是 交换 的 
为 了 进一步 说 明 这 一 观念 ， 我 们 考虑 把 集合 w 划分 为 六 
个 等 价 类 ,使 得 
R(m, 2) <*> |m 一 2| 能 被 6 整除 。 (13.17) 
现在 落 虑 三 个 函数 ， 
fiiw—>w (i= 1,2,3), 
并 且 对 于 任 一 wn《 w, 它们 分 别 取 值 为 : 
fn) ~2n, fln) = wr, fln) 一 2"。 
我 们 问 ,在 每 一 种 情况 下 ,是否 有 : 
fi:o/R—>w/R, (i=1,2,3) 
使 得 对 于 任 一 mn € w, 都 有 
fi(Or(n)) = Or( 27), 
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f( Og(n)) 一 Or ), 
fi Or(n)) 一 OgC2") 
成 立 呢 ?对 五 而 言 ,对 任意 的 #,m € w, 若 RCn, mw) 成 并 , 显 
然 有 R(2n, 2m) 成 立 , 则 所 就 可 被 定义 了 .对 五 而 言 , 亦 即 ， 
存在 一 函数 疡 满足 等 式 有 (O(n)) 一 0C2n)， 也 就 是 说 ,无 论 
类 0(n) 中 的 那 一 个 元 素 mw, 总 能 得 到 相同 的 等 价 类 0(2m)， 
类 似 地 ,如 果 R(n, m) 成 并 ,那么 由 : 
1 一 1 一 (和 十 12 (mo— 7), 
有 RCm, 22), 访 也 被 定义 了 ， 记 是 不 能 被 定义 的 , 即 满足 条 
件 (13.17) 的 户 不 能 被 定义 。 因为 R(0, 6) 成 立 ，2 一 1， 
25 一 64 且 RC(1, 64) 成 立 ， 即 ， 虽 然 0(0) = 0(6), 但 没有 
0(1) = 0(64)， 所 以 不 能 有 任何 函数 所 , 使 得 条 件 《13.17》 
成 立 ， 
定义 13.6 令 R 为 5 上 的 等 价 关系 , 令 阔 数 
:5 — 5,， 
如 果 对 任意 的 *, yt S$, 都 有 
R(x, y) 一 RCHz7，FC77 ). 
则 称 关 系 尺 与 函数 f 是 相 容 的 ， 
定理 13.4 设 尺 为 S 上 的 一 等 价 关 系 , 又 设 函 数 
f:S — 5， 
如 果 尺 与 1 是 相 容 的 , 那么 存在 唯一 的 函数 f:5/R -> 5/R， 
使 得 : 


fCOr(x)) 一 Or(f(*)) (13.18) 
成 立 。 如 果 尺 与 了 不 相 容 ,那么 就 不 存在 这 样 的 函数 六 类似 
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的 结论 适用 于 二 元 函数 ， 
f:S Xx S— 5, 
证 明 假定 RR 与 f 是 相 容 的 . 因为 (13.18) 要 求 有 序 对 
《Oa(x) ，Og(f(x))》 ef， 因此 ,我 们 将 试图 给 出 下 述 定义 : 
f:={(O(x), OCfCx))) {x € S$}. : 
现在 来 验证 此 关系 fj 是 一 函数 ， 为 此 我 们 考察 其 中 任意 
的 两 个 有 序 对 : 《0(x), OCf(x))》 和 《0(y), 0(f(y) ))》. 
我 们 有 : 0(x) 一 0(y) -> R(x, y) 由 引 理 13.4 
-> RCf(x), f(y)) 由 相 容 性 
> O(f(x)) 二 0《(f(y))， 由 引 理 13.4 
”这 就 说 明了 是 一 函数 .。 另 一 方面 ,由 的 定义 , 显然 
dom(}) 一 S/R， 而 且 jCS/R x S/R， 所 以 有 : 
fj: S/R ~ S/R. 
而 且 , 由 于 《OCx), OCfCx))》ej, 所 以 (13.18) 成 立 . 
现在 ,假定 R 与 f 不 相 容 , 我 们 将 证 明 不 可 能 存在 函数 
满足 (13.18), 因为 不 相 容 就 意味 着 在 5 中 有 某 些 x, y， 使 得 
R(x,》) 成 立 ; 即 0(x) 一 0(y), 但 是 没有 
O(fCx)) ¥ Of(y)). 
然而 ,为 了 使 得 (13.18) 成 立 , 我 们 蚌 要 有 
HCOCx)) = O(f(x)) 和 fH0OCy)) = 0(1(9)). 
而 这 是 不 可 能 的 ,因为 二 等 式 的 左边 相等 ,而 右边 不 相等 . 
综 上 ,我 们 完成 了 定理 13.4 的 证 明 ， 
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85 同 物 


定义 13.7 两 个 有 序 集合 ‘5,, R,》 和 《5,，R;) 之 间 的 同 
构 , 是 指 具有 定义 域 为 5, 和 值 域 为 8: 的 一 个 一 一 对 应 的 函数 
f, 使 得 对 于 任意 的 x, 》€ $5,, 都 有 : 
Ri(x, y) > Rflx), f(y)) (13.19) 
成 立 . 这 里 有 序 集合 是 指 线 序 集合 或 侦 序 集合 。 
例 1 如 令 
S, = 11,2,3,4,5}, 
$= {11, 12,13, 14, 15}, 

可 以 验证 《S,，€ 》 和 《5;,，€ 》 是 同 构 的 ， 因 为 当 我 们 取 /为 
从 5 到 5; 的 函数 ,并 且 当 x& 5, 时 有 : 
f(x) = x 二 10, 

这 时 , 当 x,》€E 5 时 ,显然 有 

rE€y < f(x) €fly)., 
成 立 。 并且 这 时 我 们 可 以 称 5 与 5, 是 € 同 构 的 ， 

例 2 我 们 令 

3S 一 {x1zx 是 一 偶数 )， 

3: 一 {x|z 是 一 奇数 }. 
可 以 验证 《5,，€ 》 与 《5,,，€ ) 是 < 同 构 的 。 因 为 当 取 了 为 从 
S, 到 5; 的 函数 ,并 且 当 x€ 5 时 ,有 

f(x) 二 x 十 1, 

这 时 , 妆 x，,Y&€ 5 时 ,显然 有 
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*E€y > f(x) € fy) 
成 立 . 

例 3 念 w XxX w 上 一 关系 R 如 下 , 当 xz Ys za，y26 oo 
时 ,有 

《my JR 3) > (Max{x1, 91} < Max{x,, y2}) 

(Max{xis71} 一 Max{x2, J2} A C91 < PVN 

/ 一 y,Mx: < 7)), 
我 们 能 够 验证 4o X w, R) 与 《wm,€ ) 是 同 构 的 ,因为 当 令 
(x, y) 士 》 当 x < 7 时 
Ke 力 一 下 y) 十 zx 十 ?。 当 ? 委 * 时 . 

”其 中 Maxtx，?} 为 zx 与 ?的 较 大 者 , > 表示 通常 的 求 和 
符号 ， 这 时 不 难 验证 函数 f:w X w -> w, 使 得 上 述 《w X o， 
R) 与 4o,6 ) 同 构 . 

上 述 例 1 一 3, 者 是 强 线 序 之 间 的 同 构 ， 其 实 同 构 概 念 是 
一 更 为 广泛 的 概念 。 例 如 , 令 
| S= {12},13}, 14}}, 
这 时 《P(5), 忆 ) 与 4P(3), C) 是 同 构 的 , 并 且 《PCS), C+ 
与 《P(3), C+) 也 是 同 构 的 ， 

引 理 13.5 令 《3S，Riy 和 《3，R:》 是 强 线 序 集合 , 了 是 
51 与 §; 之 间 一 双 射 函数 ,使 得 对 于 任意 的 *, ?6 5, 都 有 

p(x, y)— RfCx), fCy)). 

那么 , f 是 (51, Ri) 与 《5;,，R;) 之 间 的 一 同 构 . 

证 明 我 们 仅 须 证 明 : 如果 对 于 任意 的 *,》e 3， 使 得 
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RAfCx) ,f(y)) 成 立 , 则 有 RiCx, 》) 成 立 ， 否 则 , 由 于 Ri 是 
S, 上 的 线 序 关 系 , 就 必然 有 .x 一 7 或 RCY, zx) 成 立 。 又 由 于 
f 是 双 射 水 数 ， 所 以 , 当 * 一 ?7 时， 有 f(x) 一 1(y); 当 
Ry, x*) 成 立时 ,有 Rf(y), f(x)) 成 立 ， 从 而 得 出 巴 盾 . 
所 以 就 获得 欲 证 结果 ， 

在 第 十 二 章 中 , 曾 谈 到 结构 的 概念 ,现在 把 结构 的 概念 推 
广 如 下 。 

定义 13.8 我 们 称 有 序 对 《7， %) 为 一 结构 ， 如 采 避 是 
一 集合 , 针 二 WU%%, 而 NW 为 0U 上 的 关系 的 集合 , % 为 上 
内 函数 的 集合 。 通常 各 是 有 穷 集 合 《 即 存在 一 目 然 ， 和 六 
与 # 之 间 的 一 双 射 ).。 特别 地 , % 可 以 仅 由 一 个 关系 或 一 个 滔 
数 所 组 成 ， 并 且 称 上 0 为 此 结构 的 域 , % 中 元 称 为 此 结构 的 基 
本 关系 , R, 中 元 称 为 此 结构 的 基本 函数 ， | 

例 4 令 S 为 一 集合 ，R,，R; 为 S$ 上 二 关系 , 1,g 分 别 
为 S 上 的 一 元 函数 和 二 元 函数 ,并 且 令 %:== {R R,, f, g}， 
那么 ,这 时 有 序 对 《$, 中) 就 是 一 结构 ,为 了 醒 上 月 ,有 时 也 把 此 
“结构 写作 《4S， R,, R,, 4, g )。 

例 5 我 们 令 “(” 表 示 自 然 数 集合 w 上 的 自然 次 序 ， 
“十 。 表示 吧 上 的 加 法 运算 ，"o 表示 w 上 的 乘法 运算 ，(《o， 
二 ) 表 示 自 然 数 集合 的 序 结构 ,《w， 十。 表示 加 法 算术 ,用 (ww， 
十 2。 w%》 表示 皮 阿 诺 算术 结构 ， 当 我 们 还 要 强调 域 上 的 次 
序 关 系 时 ,也 可 以 写作 《w, 二 ,十 。》 或 《w, ,十 。，'w)、 

例 6 每 一 个 有 序 集合 (5, R) 都 是 一 结构 (具有 一 个 二 
元 关系 )。 
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例 7 《PC(S), CC,，U,, 1:》 是 一 结构 (具有 一 个 二 元 关 
系 CC, 和 二 个 二 元 函数 Ds,, 门 ,)。 

定义 13.9 ”两 个 结构 《U, %) 与 《U', R') 之 间 的 同 构 是 
指 具 有 以 也 为 定义 域 ,以 世 ' 为 值 域 的 一 个 一 一 对 应 的 函数 户 
使 得 当 避 中 元 素 *, 》 对 于 在 外 中 元 素 R 成 立时 , 即 xzRy 成 - 
立 , 当 且 仅 当 x* 与 ”在 UV' 中 的 对 应 元 素 1(x), f(y) 对 于 % 
中 对 应 元 素 R' 也 成 立 , 即 f(x) RCy) 成 立 ,( 见 图 6); 并 且 对 
于 %% 中 任 一 函数 4 和 任意 元 +EUV,yEUDU, 若 h(x) 一 y， 则 
对 于 R' 中 的 相应 疯 数 hr" 和 相应 元 f(x), ly) 也 有 

hIx)) = fy), 

反之 亦 然 ( 见 图 7)。 对 于 多 元 函数 也 保持 上 述 对 应 的 结果 ， 
也 可 概括 地 说 U 与 U” 之 闻 的 双 射 函数 保持 结构 的 关系 与 
函数 的 性 质 . 


图 6 相应 元 对 相应 关系 *Ry 与 fK)R'f(y》 同 时 成 这 或 不 成 这 


图 7 4 为 两 个 相应 汞 数 ，A(x) 一 》 当 且 仅 当 A(x)) 二 fy) 
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例 8 令 两 结构 4Z，RR Rs, g, AD2。《D Ri Ri2, g', hb') 
是 同 构 的 ， 并 且 它 们 分 别 具 有 二 元 关系 Ri, R; 与 Ri, Ri, 一 
元 水 数 g,g', 二 元 函数 h,h'。 那么 了 是 此 二 结构 之 间 的 一 
同 构 ,如 有 果 下 述 五 条 均 成 立 : 

(1) 1 为 U 与 V' 之 间 的 一 双 射 函数 ， 

(2) 对 于 任意 x, y EU, 部下 

xRiy «> f(%) Rifly), 
(3) 对 于 任意 x, y EU, 都 有 
rR2y < 一 fl%) Rl (y), 

(4) 对 于 任意 x*€EU0, g(x) 有 定义 ， 当 且 仅 当 g (f(x)) 有 
定义 并 且 {g(x)) = g(f(x) ), 

(5) 对 于 任意 x, YEU, h(x, y) 有 定义 , 当 且 仅 当 

hfCx), fly)) 
有 定义 ,并 是 fh(x, 9)) = (FC), f(y) ). 

如 果 两 个 结构 之 间 存 在 着 一 同 构 映 射 ， 则 称 这 两 个 结构 
是 闻 构 的 . 

定理 13.5 若 《S1, R17 与 《Sa， RA 是 同 构 的 《其 中 Ri， 
R; 是 二 元 关系 ) ,那么 ;有 

(1) R 是 5, 的 一 偏 序 , 当 且 仅 当 R; 是 5, 的 一 候 序 ， 

(2) S 有 一 最 小 元 , 当 且 仅 当 5; 有 一 最 小 元 ， 

证 明 令 f 是 《451, Ri) 与 ‘5, R3) 的 同 构 对 应 ,假定 R， 
是 5, 的 一 偏 序 ,我 们 来 证 明 R; 是 5; 的 一 偏 序 。 首先 ,让 我 们 
证 明 RR; 在 5 中 是 传递 的 ， 因 为 仿 ，Y, 》3€523, 且 妨 民 37 
成 立 , yiR;y; 成 立 。 由 于 了 是 3 与 3 的 双 射 , 故 存 在 mm，x2， 
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x3€ S 使 得 太一 其 如 ;二 x2), 93 一 J(x;)。 并且 xiRix， 
成 了 这, 当 且 仅 当 太 xz4)Rsf(zx2) 成 立 ， 即 RY; 成立, 由 YR2》， 
成 并 , 就 有 xiRix; 成 立 。 类 似 地 , 我 们 由 YR27ys 成 立 可 得 到 
xzRixzs 成立 ， 由 Ri 对 5, 传递 ,就 有 xiRix; 成 立 ， 由 辣 构 ,我 
们 有 人 x1)R2fCx;) 成 立 ， 即 六 Roy 成 立 ， 故 R, 对 5; 是 传递 
的 ,对 于 偏 序 的 其 它 条 件 是 不 难 验 证 的 ， 

现在 ,假定 S 有 最 小 元 ,我 们 来 推断 5S; 也 有 一 最 小 元 , 令 
a € 5 是 5 的 最 小 元 。 出 对 所 有 x5, 都 有 aRx 成 立 , 由 同 
构 束 有 : 从 ao)Rsf(#) 成 立 , 人 a) 就 应 当 是 5; 的 最 小 元 ， 因 为 
如 果 y€ 5,, 由 了 的 性 质 ,必须 有 x& 5 使 得 y》== f(x), 但 是 ， 
对 于 这 一 x, 我 们 有 aRx 成 立 , 夏 有 fa)Rf(x) 成 立 。 所 以 ， 
f(a) 是 3 的 最 小 元 ， 

从 《$5;，R;) 到 《51，R1? 的 证 明 是 类 似 的 ， 

定理 13.6 令 《S, 一 ,) 是 一 不 空 的 线 序 集合 并 具有 下 人 述 
性 质 : 
” (1) 对 于 任 一 x€5, 都 有 y € 5 使 得 x+ 过,y， 

(2) 5 的 每 一 不 空子 集合 都 有 一 个 二 ,最 小 元 ， 

(3) 8 的 每 一 不 空 的 有 界 子 集合 ,都 有 一 个 <, 最 大 元 . 

那么 《5, <=,) 与 4o，<。? 同 构 . 

证 明 ”我 们 使 用 递归 定理 来 构造 这 一 同 构 . 令 a 是 5 的 
最 小 元 ,并且 令 g(x) 是 S 中 比 x* 大 的 最 小 元 。 由 条 件 (2) ,对 
每 一 * € S 阴 数 ,gk(x) 是 被 定义 的 ， 

由 人 尼 归 定理 ,保证 下 述 滔 数 iw 一 5 是 存在 的 : 

(i) {0) = a， 
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(i) 大 对) 一 g( 信 xz))。 即 它 是 5 的 大 于 万 z) 的 那个 最 
小 元 . 
显然 ,对 于 每 一 2 % 我 们 有 x)<<,flx+)， 其 中 w+ = 
n 十 1 ， 由 归纳 法 , 我 们 不 难得 到 当 # < 过 mw 时 , fn) 一 fm). 
而 且 ,f 是 一 个 一 一 对 应 的 函数 ， 现 在 ,我们 仅 须 证 明 : 
S = ran(f). 
假定 不 然 , 即 5 = ran(j) 关 8 ,由 此 ,可 令 b 是 
S ~ ran(f) 
的 最 小 元 ,那么 集合 了 : 
了 :一 {zlzy 一 0 
是 有 赛 的 (上 界 为 5) 和 不 空 的 ， 令 “ 是 了 的 最 大 元 . 因为 
c < 之 必 , 我 们 就 有 一 mk w, 使 得 c 一 万 m)， 但 是 ,不 难看 出 ， 
b 是 S$ 的 大 于 < 的 最 小 元 ,所 以 5 = fm 十 1), 一 5 € ran(f)， 
这 与 b 的 选择 相 巴 盾 , 故 5S 一 ran(7)， 


寺 是 


1 .证 明 : R 是 对 称 的 ,传递 的 关系 , 当 生 仅 当 太一 RoR, 
2. 假 定 六 5 一 工 又 设 尺 为 了 上 一 等 价 关 系 , 令 
0: 一 {(ry>|zeSAyecSA《fz) f(y)> € R} 

证 明 : 2 为 上 一 等 价 关 系 . 

3. 令 入 :二 WW 二 10}, 令 N 上 的 等 价 关 系 定义 为 对 于 任意 zs? 
menN, 

R(m, 2) + #9i 与 x 有 相同 个 数 的 素数 因子 . 

问 是 否 有 一 函数 为 使 得 对 于 每 一 ”ec N, 都 有 

j 帮 (On(z)) = Og(3n) 

蛇 ? 


4. 验 证 $5 例 3 中 给 出 的 函数 jf 使 得 《<% x w, R> 与 《oo E> 是 
同 构 的 ， 
5. 令 wx wm 上 的 关系 RR 满足 下 述 条 件 , 对 于 任意 的 x1 yy zy yz 
%, 我 们 有 
《xii2RC2 yz 当 且 仅 当 (x 十 yx 十 9 
Vx ty = x + yr Ay < y), 
试 证 《<w x os R> 与 《w,€ > 是 同 构 的 ， 
6. 令 4 为 一 个 到 集合 ，3: ==P(4), 证 明 : <5, Us, 0 站》 与 3， 由。 
U ,> 是 同 构 的 ,( 提 示 : 当 x* 《5 时 , 令 f(x) = 4 二 x、， 并 和 且 注 意 ; 在 
第 一 结构 中 的 U; 对 应 于 第 二 结构 中 的 N\,) 
7 .证 明 ;: 
(1) <5, R,f> 与 《5,R,f> 同 构 。 
(2) 若 《5 Rs 1> 与 SR: ;> 同 构 , 册 <5,, R,, 1:> 与 <5,, R,， 
有 1》 辣 构 . 
: (3) 若 《5 Ri, 11> 与 4,， R,, 1,> 同 构 ， 是 (5,，、R,，f;> 与 
《5s， Rs，f3> 同 构 , 则 《5),，R1， 所 >》 与 《5，3，R,， 1,> 同 构 ， 
也 就 契 说 * 同 检 可 以 看 作 古 两 个 有 序 对 之 间 的 关系 , 而 且 是 等 价 关 
条。 
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第 十 四 章 ”整数 与 有 理 数 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 讨论 了 自然 数 ， 它 们 的 自然 次 序 和 
它们 的 算术 。 但 是 从 算术 的 观点 来 看 , 自然 数 域 不 是 一 个 很 
完满 的 数 域 , 因为 减法 仅 对 * 委 ?y 时 ,y 一 xz 才 有 定义 , 而 除 
法 仅 在 非常 特殊 的 情况 下 才能 被 定义 ， 从 次 序 角度 来 看 也 缺 
之 对 称 性 。 例如 , 它 有 最 小 元 而 无 最 大 元 , 应 用 范围 也 嫌 太 
窟 ,由 于 实践 需要 反映 到 理论 上 ,有 扩大 数 域 的 必要 ， 

我 们 将 逐步 扩充 数 域 。 


$1 整数 


在 本 节 中 ,我们 来 构造 整数 的 集合 Z, 并 建立 其 中 的 次 序 - 
和 算术 运算 , 2 对 减法 是 封闭 的 , 它 对 次 序 是 对 称 的 ， 
如 果 对 于 每 一 个 数 x， 都 有 一 个 与 它 相 反 的 数 , 即 “ 反 号 
效 ,例如 记 作 一 ” 那么 这 时 减法 就 总 是 能 够 进行 了 。 因 为 ， 
这 时 我 们 能 够 令 0 一 2 一 一 2 一 般 地 , 当 x 一 ?7 时， 
+—y)- (yO— x). : 
现在 ， 我 们 来 实现 这 一 想法 , 令 N:= ow 一 {0}, := 
《0, 221n€ 人) 然后 , 令 Z 一 NU{0}UN-， 我 们 称 Z 的 
元 素 为 整数 , 必 的 元 素 叫 正 整 数 , 入- 的 元 素 叫做 负 整 数 ， 
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现在 定义 反 号 运算 

定义 14.1 一 个 数 的 反 号 数 是 指 : 

一 7: 二 《0,n》 当 z6E 人 时 ， 

0:=0 

一 《0,n) 一 nx 当 nENH 时 . 

定义 14.2 在 整数 集合 Z 上， 建立 一 次 序 关 系 <z 如 
下 : 对 于 x, ?6ELZ,x 一 zy 当 且 仅 当 : 

(zeEwAyEeEwAx<。y)VCreN-A7yEow) 
V(xEN-NMyEN Nm—y<,— *). (14.1) 

其 中 <。 是 ww 上 的 自然 次 序 . 

我 们 将 证 明 <z 是 上 的 一 线 序 关系 ， 并 称 之 为 2 的 
自然 次 序 , 也 称 <z 为 整数 的 自然 次 序 , 在 不 引起 误会 时 , 季 
第 记 做 二， 

定理 14.1 结构 (ZZ, 二 , 一 》 有 如 下 的 性 质 : 

(1) Z 是 被 < 所 线 序 的 ， 

(2) wCZ 并 且 的 次 序 延 拓 了 % 的 自然 次 序 ， 

(3) 对 于 所 有 x*ecQ, x € w 当 且 仅 当 0 志 x*， 

(4) 对 于 所 有 的 x€2, 一 (一 +*) 一 x+， 并 且 一 0 二 0， 

(5) 对 于 所 有 的 x, y€E2, 若 x 二 y, 则 一 yy 二 一 x. 

性 质 (1) 一 (5) 决定 了 结构 ‘2Z, 一 ,一 是 《w, 二 ) 上 的 
唯一 的 同 构 开拓 ， 也 就 是 说 ， 如果 《2 ,<', 一 ”也 有 性 质 
(1) 一 (5), 那么 就 存在 《2, 过, 一 ) 与 4 尹 ,过 ', 一 ') 之 间 的 


- 一 个 同 构 i, 使 得 对 于 所 有 的 xe w, 都 有 i(x) 一 x. 


证 明 先 证 (1), 是 被 < 所 线 序 的 , 事实 上 , 它 是 强 线 
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序 的 .也 就 是 说 它 是 不 自 反 的 、 传 递 的 、 非 对 称 的 和 王 连接 
的 . 《2Z, <) 是 不 自 反 的 , 也 就 是 对 于 任意 的 x, x € Z, 都 有 
“(x < 二 x+)。 因为 若 *€ w, 显然 有 “1《x 二 *),《 因 为 由 < 的 
定义 ， 1l(xE€x) 就 是 x&x)。 若 x&w, 则 一 x€w， 因此 ， 
(一 x+)&( 一 x), 即 人 (一 z) 过 《一 *)), 所 以 ,由 (14.1) 有 
“lx 二 x). 《ZZ, 二 ) 是 传递 的 ,因为 对 于 任意 的 x, y, ze 22， 
已 知 * 二》 且 y < 二 z, 我 们 希望 得 到 x 二 xz。 依据 (14.1) 分 
情形 进行 验证 ,不 难 获得 欲 证 结果 .4Q, 二 ) 的 非 对 称 性 也 是 
直接 获得 的 , 因为 对 于 任意 的 +, y€《 ZZ,x <， 这 时 我 们 分 
情形 进行 验证 . 当 *, y€ wm, * € y 时 , 就 不 可 能 有 y€ x, 即 
必 有 yx, 所 以 此 时 有 +*<y 一 (7 <x)， 当 xeEAN- 且 
y € wm 时 ,有 x < 二 y， 并 且 此 时 不 可 能 有 Yy 二 x*， 故 此 时 也 有 
x+ 二 yy 一 Ky 二 x)。 类 似 地 , 当 x EN ”, yew 时 ,也 有 相应 
的 结果 ,对 于 *eN- 且 yE N-, 当 x 关 y 时 必 有 且 仅 有 
一 + 之 so 一 了 与 一》 <<s 一 + 二 考 之 一 成 这。 因此 , 我 们 获得 
了 《2, 二 ) 是 非 对 称 的 ,再 证 《Z, <》 是 由 达 连 接 的 , 这 是 
因为 ,对 于 任意 *， ye ZZ, 必 有 且 仅 有 下 述 四 种 情形 之 一 成 立 

(i) x€EwhAy Ew, 

(i) x€EwhAhyéEN", 

(ii) x€E N -My €w, 

(ivy) xE N-AyeEN.., 

由 (14.1), 上 述 (ij) 一 (iv) 的 任 一 条 ,都 可 获得 欲 证 结果 。 
综 上 ,我 们 证 明了 (1), 邑 《2, 二 》 是 线 序 的 结构 . 

表 证 (2), 由 2 的 定义 ,显然 有 wCZ2, 因此 , 我 们 仪 须 证 
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明 2 的 次 序 之 z 延 拓 了 的 目 然 次 序 二 。 这 里 所 谓 延 拓 是 
指 下 述 条 件 成 立 : 
(v) Vx € wy € olx <oy > x 一 zy)。 
由 (14.1), 这 是 显然 的 ， 
(3) 与 (4) ”由 定义 14.1 与 (14.1) 式 是 显然 的 ,这 里 从 略 ， 
现在 证 朋 (5), 假 定 *,》€ 2, 且 x* 一 zy， 则 : 
者 *，yE€w, 改 x<oy。 因 此 由 (14.1) 有 一 7” 玫 z 一 % 
若 zk6 丸 -, y& w, 我 们 获得 一 xE AN, 而 且 
一 ?EN UL 这样 一 < 一 一 x。 
洛 x，》EN ,那么 由 < 二 z 的 定义 ,我 们 就 有 


= 一 Xx。 
现在 来 证 唯一 性 ， 令 《2 和， 二 ', 一 '》 也 满足 性 质 (1) 一 
(5) ,我 们 定义 映射 g 如 下 ; 
g(a): 一 0， 当 ae o， (14.2) 
sg(—0):=—‘a, 当 ao€N (14.3) 


这 样 ,8 是 从 ZZ 到 如 的 一 冰 数 , 使 得 对 于 所 有 的 a € 名 
都 有 g(a) 二 a。 现在 证 明 ran(g) 一 Z', 因 为 令 a€ ZZ', 若 0 志 
os 由 (3) 则 ae w, 由 (14.2) 式 就 有 a 一 gC《o), 若 a 过 0, 则 

0 一 一 人 一 ' 一 ao， 
这 样 一 一 2EN。 我 们 就 断定 
红 一 提 一 一 公 一 一 人 人 一) 一 o。 
类 似 地 ,我 们 能 够 证 明 8 是 一 对 一 的 因此 , 它 环 是 一 个 同 构 
映射 (借助 于 (一 0) 一 一 ‘g(a)), a < 过 5 当 且 仪 当 
glo)<'g(b), 
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按照 通常 的 规则 ,容易 定义 整数 上 的 算术 运算 ,并 证 明 算 
术 的 基本 性 质 。 定义 和 证 朋 都 区 分 为 使 用 自然 数 和 负 整 数 这 
两 种 情况 ， 首先 , 当 a EZ 时 ,我 们 定义 4 的 绝对 值 如 下 ; 


la|:= 4 当 0 a (14.4) 
ial: 二 一 a 当 6a < 二 0, (14.5) 
显然 ,对 于 所 有 的 ee Z， 都 有 0 委 |ol, 并 且 14| = 0， 


当 且 仅 当 ee 王 0。 
在 下 边 的 定义 中 ， 我 们 仍然 使 用 具有 下 标 % 的 运算 表 不 
在 目 然 数 集合 上 的 运算 ， 
定义 14.3 现在 我 们 建立 整数 的 加 法 如 下 : 
(1) 当 30<a 0bNH,o tb:= a+b, 
(2) 当 a <0 有 有 B20,o 十 5 一 一 (ac 十。 )， 
(3) 当 0 记 a, 且 5 <0, 且 12| 志 1ol 时 ， 
a +5:=|a|—,.|2|,， 
(4) OaH2s<08laol < 1:| 时 , 
a + 6b:= — (|b|—。lal), 
(5) a =0,0 志 5 时 ,oa 十 5b: 二 5 十 a, 
定义 14.4 对 于 任意 的 a, 5€ Z， 关 于 它们 的 减法 被 定 
义 作 : 
a—b:=4a++(— 26), 
特别 地 ,0 一 8 一 一 5， 
定理 14.2 对 任意 a4, 26 2Z, 关于 它们 的 加 法 ,我 们 有 以 
下 性 质 : 
II. aa 十 2 一 2 十 cc， 
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II se 十 (2 十 c) 一 (ea 十 0) 十 ec， 

IH. za 十 0 一 4a， 

IV, as 十 (一 aa) 一 0， 

V. (ae 一 5) 士 一 6。 

证 明 现在 我 们 证 明 性 质 I. 依据 定义 14.3、 须 区 分 五 种 
情况 ,对 于 情况 (1), 当 0 三 a,0 志 5 时 , 即 a€ w,5&€ wm, 因 为 
a 十 必 一 5 十 a， 所 以 ,由 定义 14.3(1)，, 我 们 有 


a 十 六 一 5 十 a， 
对 于 情况 (2), 当 = < 0 且 上 <0 时 ,有 
ot b=— (laltolb|)= — (Is|+olal) = 2 + o. 
对 于 情况 (3), 当 0 万 a,b 二 0 且 12| 志 1a| 时 ,有 
a 寺 5 一 |c| 一 2。 


并 且 此 时 ,由 定义 14.3(5), 有 : 
b+ad:=at 二 2. 
所 以 ,和 欲 证 结果 成 芯 . 
对 于 情况 (4) ,我 们 不 难 验 证 欲 证 结果 成 立 , 而 情况 (5 ) 由 
于 分 别 还 原 到 了 (3) 与 (4) ,因此 ,在 任何 情况 下 ,都 有 
5 十 2 一 52 十 4 
成 立 . 
我 们 把 I 一 V 的 证 明 留 给 读者 . 
定义 14.5 对 于 任意 的 a, 56 Z， 关 于 它们 的 算术 乘法 
锌 定义 作 : 
(1)a:5b: 二 |al 2) 当 0 过 0 过 2 或 者 
co 二 0， 有 匡 <0， 


* 254. 


(2) cp 一 一 (ol .人 )。 当 0 委 < 且 2 一 0 或 者 
za<0 日 0 委 2。 
定理 14.3 ”关于 整数 的 乘法 ， 我 们 可 以 证 明 下 述 狂 质 成 


Vi. aa "2 一 Da， 

VII，a. (pc) 一 (ca.0) ci 

VII, oa .1 一 aa:0 一 0， 

IX aa .0 十 c) 一 av 0 二 ac， 

X, 若 sg.5 一 0, 则 zs 一 0 或 2 一 10， 

证 明 ”我 们 证 明 性 质 VI， 由 定理 5.8, 并 依据 定义 14.5， 
我 们 可 获得 欲 证 结果 。 因为 当 定 义 14.5(1) 的 条 件 成 立时 ， 


有 : 
oa:b= |al .lol (由 定义 14.5(1)) 
= |5| * olal (由 定理 5.8) 
一 。a， (由 定义 14.5(1)) 
当 定义 14.5(2) 的 条 件 成 立时 ,有 
ov 2 一 一 (el 21) (由 定义 14.5(2)) 
一 一 (| 中 ai) (由 定理 5.8 ) 
一 六 ，a。 (由 定义 14.5(2)) 
这 就 完成 了 人 性质 VI 的 证 明 ， 


对 于 性 质 VII, 在 0 委 a， 0 三 58, 0 和 < 或 者 a < 0， 
b 二 0, c 二 0 的 情况 下 ,由 定义 14.5(1), VI 显然 成 并 ， 对 
于 其 它 情况 也 是 不 难 的 ,例如 当 e<0,，2<0, 0<c 有 时 ， 
有 : 
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(ae .pc 一 (cl ol) < 
一 (jcl ojcl。 
而 此 时 ，2 :c= 二 一 (16| |c|)， 
由 定义 14.5(2)， 
oa (bc)= |al: wwecl) 
一 (lcl .ool) ,cl. 
所 以 ,有 : (a* 8)':c 一 ao:(b .ce). 
对 于 性 质 VIU, 当 4 € w% 时 ,显然 有 a: 1=a, 当 aEN~ 
时 ,有 
a 1 一 一 (cl ol) 《由 定义 14.5(2)) 


一 — (|al) 
= 04。 (由 (14.5) 式 ) 
当 a€ wa' 0 一 0, 而 aE N- 时 ,显然 
a'0=—(|al.: .0) 
一 一 0 
一 0 
这 就 完成 了 性 质 VII 的 证 明 . 
性 质 殉 与 X 留 给 读者 证 明 ， 


定理 14.4 整数 集合 Z 的 下 述 性 质 关 系 到 在 算术 运算 
中 有 的 次 序 关 系 。 

XI. a <， 当月 仅 当 0 过 5 一， 

XII. 看 oo<2p, 则 cc 十 cc 一 5 十 ec， 

XIH. 和 若 ac<2, 且 0 一 c, 则 ca. 一 2 ，…c。 

证 明 先 证 性 质 XI, 当 a, 26 w, 因为 这 时 由 a 过 5, 就 
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有 | 一 al < 121, 所 以 有 
一 5 一 0 二 (一 c) 
一 |2| 一 ojc|。 
由 算术 差 的 定义 ,显然 有 0 < 154| 一 ,1a|, 所 以 有 
0<2 一 6。 
反之 ;各 0<2 一 c 即 2 一 ckEoo。 故 
2 一 0 一 六 一 
所 以 ,我 们 有 0 二 5 一 sa 因此 o < 二 2. 
当 2Eow 且 ac 人 -时 ,一 ee N, 所 以 
一 6 一 0 十 (一 a)EN 


故此 时 有 < 二 5 成 
当 2 a€EN 有 时 ,由 4 过 5 有 一 5<。 一 a， 这 就 是 
16|< ,lal, 
故此 时 有 


5 一 一 5 二 (一 ao 
一 《一 6C) 十 0 
一 |c| 一 2. 
这 肝 ，0 一 ja 一 人， 故 0 一 一 a， 
反之 ; 当 0<2 一 ao 故 2 一 akow 由 此 ,我 们 获得 
el<olol. z 
由 于 a,5 EN ， 所 以 ,我们 有 a < 二 5. 
综 上 ,我 们 已 完成 了 性 质 XI 的 证 明 。 
我 们 把 性 质 XII 的 证 明 留 给 读者 . 
现在 ,我 们 来 证 明 性 质 XITI。 当 a, 5 € w 时 ,性 质 XIII 
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已 还 原 为 定理 5.9(5)。 当 a EN 7,5 Ew 时 :由 定义 14.5, 有 
ec<0, 即 a. cEN ， 并且 5:c€w, 所 以 结论 成 立 ， 
当 ak 人 ,2EN 时 ,有 : 
GC — (la * w| ce|), 
6 一 一 (人 2 ,|el). 
并且 由 a 二 5b, 得 到 一 5b 二 一 a, 妹 有 12| < 二 1a|， 故 有 
[lol -ole| < |el ,lel 
— (lal .olel) < —(|2 :olel) 
Goce, 
这 就 完成 了 性质 XIH 的 证 明 . 

定理 14.5 《2, 二》 是 唯一 的 (在 同 构 意义 下 ) 线 性 有 序 
集合 ,使 得 / 

(1) 对 于 每 一 个 x€ 2, 存在 一 个 yt 2, 使 得 x 二 >, 并 
日 存 在 一 个 z €E 2， 使 得 gs 二 x ( 即 2 中 无 最 大 元 也 无 最 小 
元 ). 

(2) 2 的 每 个 不 空 的 有 界 子 集 合 都 有 一 个 最 小 元 和 最 大 
元 . 

证 明 为 了 证 明 ^Q, 二 ) 有 性 质 (1), 仅 须 令 

Y=x 二 1], gw—=x— 1, 
为 了 证 明 (2), 令 SCZ 不 空 , 有 界 , 若 S 站 w 产 W, 令 w 是 
S 门 w% 的 最 大 元 (在 <。 之 下 )， 那 么 , 因 就 是 8 的 最 大 元 , 若 
SsNvo= %. 即 SCA . 令 5 :一 {一 x|x€5}, 当然 SCo。 
令 > 是 3- 的 最 小 元 (在 <。 之 下 ), 则 一 x 是 5 的 最 大 元 . 
最 小 元 的 存在 性 证 明 是 类 似 的 ,从 略 ， 
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现在 证 唯一 性 , 我 们 假定 4《& ,< 也 有 性 质 (1) 与 (2)， 
让 我 们 任意 挑选 一 ze 已， 令 
N:={x|xr€ 2 Nr 'x}. 
N™ :={x|x+<'‘rNr EZ}, 
让 我 们 使 用 定理 13.6, 我 们 能 够 看 出 《{xo} U Z', 一》 满足 它 
的 前 提 :, 所 以 , 蕊 是 《o，<<) 的 一 同 构象 (我 们 可 令 这 一 同 构 
映 射 为 六 )， 类 似 地 ，《{xo}UN-， 一 (其 中 过 和 为 < 之 
的 逆 ) 也 是 % 的 一 同 构象 (我 们 可 以 令 此 同 构 上 映射 为 i)， 并 
且 有 和 一 六 (0) 一 沾 (0),， 现在 定义 
1 民 一 民 如 下 ; 
i(n) = i*(n) 当 0 < 
i(n) = i (7) 当 2 < 委 0 
容易 验证 , i 是 《Q, < 与 《2 <') 之 间 的 一 个 同 构 ， 


3 题 


1 .证 明定 理 14.2 中 的 性 质 工 . 

2. 证 明定 理 14.2 中 的 性 质 II 

3 .证明 定理 14.2 中 的 狂 质 IV。 

4 .证明 定理 14.2 中 的 性 质 V。 

5 .证 明定 理 14.3 中 的 证 明 I1X，。 

6 .证 明定 理 14.3 中 的 证 明 式 。 

7 .证 明 ; 对 于 每 一 * 上 6 如 在 乙 中 都 存在 * 的 一 个 后 继 ( 即 有 一 个 
y E22， 使 得 x* < y 并 且 不 存在 :EZ 满足 x < :<y), 而 且 对 于 每 一 
元 x*€2， 在 Z 中 都 有 x 的 前 驱 《有 一 个 2ELZ， 使 得 x*<*， 
并 且 不 存在 x€ 2, 满足 xz<w<z). 

8. 令 a2c2 且 4 < 证明 区 间 
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[se :一 {zzcECZANAe Ex 0) 
古 一 有 穷 集 合 . 
9. 令 3， <,> 是 一 线性 有 序 集合 ,使 得 : 
(1) 5 中 无 最 大 元 ,也 无 最 小 元 
(2) 5 的 每 一 有 界 于 集合 都 是 有 穷 的 。 
那么 《3，<:> 与 《2，<>》 同 构 . 
10. 若 5C2, 且 S 天 好,S 有 上 界 , 则 5 有 一 最 大 的 元 系 ， 
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在 整数 集合 上 我 们 已 经 建立 了 加 法 、 减 法 和 乘法 的 运算 ， 
但 是 除法 却 无 法 在 之 上 完整 地 建立 起 来 。 也 就 是 说 , 乙 对 除 
法 来 讲 是 不 封闭 的 . | 
如 果 存 在 唯一 的 数 c, 使 得 a 一 6. c， 我 们 称 一 数 a 对 
于 数 5 是 可 除 的 。 这 个 唯一 的 数 “ 就 叫 4 除 5 的 商 ,在 名 中 
许多 数 是 没有 商 的 ,例如 数 3 被 2 除 的 商 为 二 就 不 在 ZZ 中. 
我 们 来 扩充 整数 系 使 得 在 新 的 数 系 中 对 于 所 有 的 数 。， 
关 0, a 对 于 都 是 可 除 的 ,并 且 通 常 的 算术 定律 (例如 $1 
中 VI 一 XI) 都 是 成 立 的 我们 称 这 一 新 的 数 系 为 有 理 数 域 ， 
并 记 做 Q, 也 可 以 说 ,在 有 理 数 系 Q 中 ， 对 乘法 的 逆 运 算 ( 除 
法 ) 是 封闭 的 , 即 对 于 任意 。 闫 0, 方 程 。. x 一 1 的 解 在 Q@ 中 
总 是 存在 唯一 的 。 为 了 获得 数 系 Q, 我 们 给 出 如 下 的 定义 ， 
”定义 14.6 
令 
Q':=Z x (Z:{0})) = {la, ba ZAb EZAL #0). 
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并 且 称 您 是 Qu 上 的 因 式 的 集合 ,对 于 《a,， 5》€ 时 ,我 

们 用 /2 代替 (4a, 8》, 我 们 在 地 上 定义 一 天 系 之 如 下 : 
a/2 之 cfd 当量 仅 当 av.d 一 0，c， 

定理 14.6 上述 定义 的 全 是 一 等 价 关 系 。 

我 们 来 证 明 这 一 定理 , 即 证 明 全 是 一 等 价 关 系 : 

(1) 目 反 性 : a/2 之 af/b, 因为 a*b 一 ba， 

(2) 对 称 性 : 若 a/6 之 cf/d, 我 们 有 ae .4 一 2 c， 即 
c'b 一 d* 4a， 这 样 就 有 c/d ~ alfb. 

(3) 传 递 性 ， 若 a/5 之 cfd 且 c/a ~ e/f， 我 们 就 获得 
ad 一 Docc 1 一 ga.e， 所 以 

aldoc ff 一 vc dc， 

现在 4d 和 关 00， 这样 ，a.c .fj 一 上 .ce 和 若 c 关 0， 我 们 就 
有 有 af 一 be, 即 a/b5 之 ef/f. 若 c==0, 则 a 一 0,e = 
0， 所 以 也 有 a/12 守 et. 

定义 14.7 

令 

Q: 一 QQ/ 之 是 以 对 二 的 等 价 类 的 商 集合 ，Q 的 元 素 电 
做 有 理 数 , 它 们 可 以 用 so 二 2 或 a12 表示 ,事实 上 , 当 a/5 表示 
非 整 数 的 有 理 数 时 ， 我 们 可 以 限制 a, 2 为 互 素 的 整数 , 这 时 
就 取 它 作为 相应 等 价 类 的 代表 元 ， 当 a/2 为 一 整数 时 , 我 们 
取 c, 使 得 c/1 = a/5， 也 就 是 说 ,对 于 任意 的 a€E 2,bEL 
且 45 关 0, 我 们 取 p, gE Z 且 p,q 互 素 ,并 且 
p a 


[| 
i ii 


4g bp 
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并 记 做 之 一 4 (二 ), 之 就 作为 等 价 类 乞 中 的 代表 元 ， 也 
就 是 说 ， 二 是 上 述 等 价 类 对 应 的 采样 集合 的 元 素 . 在 
了 EZ 

时 , 我 们 令 g 一 1, 且 取 ， 使 得 二 一 全 。 可 以 称 由 为 采样 
函数 . 

显然 , 整数 集合 Z 是 一 一 对 应 地 肌 射 到 Q 内 的 , 我 们 可 
以 如 下 地 给 出 这 一 映射 :任意 a。€ 2Z, 令 

i(a) = all, 

这 样 , 0/1 表示 数 0, 1/1 表示 数 1, 一 1/1 表示 数 一 1, 我 们 
现在 可 以 定义 有 理 数 的 加 法 和 乘法 如 下 : ”对 于 任意 的 /2， 
c/d EQ, 令 


和 
万 


为 了 说 明 上 述 定义 的 合理 性 ,我 们 应 当 证 明 : 

定理 14.7 对 于 Q 有 下 述 性 质 成 立 

(1) 有理数 的 上 述 加 法 ,乘法 定义 是 民 定 义 的 ,并 且 它 们 
对 于 QQ 是 封闭 的 ， 

(2) 对 于 整数 新 定义 和 原 定 义 的 运算 是 一 致 的 ,更 确切 
地 说 ， 上 述 定 义 的 i 是 《2Z,0,1, 十 ,* 》> 和 《ran(i)，0/1， 
1/1, 十 ,* 》 的 一 同 构 上 映射, 且 ran(7?) CQ. 

(3) 《ran( 让 ,0/1, 1/1, 十 ,* 满足 1 中 的 性 质 I 一 X， 
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(4) 车 pkEQ, geQ, 且 4q 关 0/1， 则 等 式 p 一 g*x* 
有 唯一 的 解 x €E Q@， 这 样 ,有 理 数 的 除 苇 就 被 定义 了 , 当 除 数 
不 为 零 时 ,我 们 可 以 使 用 运算 符号 二 表示 , 记 做 : : 
r+ 一 p19, 
我 们 概要 地 证 有 明 上 述 (1) 一 (4) 
证 明 (1) 当 o/b EQ, /dEQ 


dT，b*rec 
p+ ola otee) 
ap 十 cj4 一 由 (52 二 


显然 ,a*d 十 b、c 与 5 d 不 一 定 互 素 , 但 对 其 比值 
取 上 后 ,见得 一 对 数 P, g 互 罕 的 ;并且 
pp od+o'e 
gq bp.d 


ad 十 vc 一 
类 似 地 ,我 人 有 $ (<)eQ， 
证 明 (2) 若 4 bEé sy, 则 


ie 二 从 一 全 


— a/l + 4/1 
= i(a) 十 区 2)。 
对 于 条 法 是 类 似 的 ， 
证 明 (3) ”我们 仅 证 明 性 质 JV， 其 余 的 留 给 读者 自己 证 
上 明 。a/2 的 反 瑟 数 定义 为 
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因此 
a/b + (<) 


2 “4b 


一 下 (2 一 
PP 


人 


=- 0/1. 


证 明 (4) 令 4 一 二 ; 卫 一 本 关 0/1， 为 解 方程 4 一 


B .xz, 令 z 一 吕 生 二) 这 是 可 能 的 ,因为 4 六 0，c 关 ， 


那么 c/4 o/b 


现在 ,我 们 把 整数 的 次 序 延 拓 到 有 理 数 的 次 序 

首先 ， 应 往昔 到 每 一 个 有 理 数 都 能 够 表达 为 s/2， 使 得 
4 一 2 

定义 14.8 我们 定义 有 理 数 的 自然 次 序 如 下 : 令 0 < 二 2， 
0 一 4 且 


a15 < 一 ， 当 目 仅 当 a.d<b:e 


不 难 验 证 ,上 述 定 义 是 合理 的 . 

现在 ;我们 来 讨论 有 理 数 的 集合 论 性 质 和 次 序 的 性 质 . 

定义 14.9 一 有 序 集合 《5, <》 遇 做 稠密 的 , 如 果 它 至 
少 有 两 个 元 索 , 并 且 对 于 所 有 的 元 >, y€ 5, x 二 y, 那么 就 一 
定 有 一 元 素 z€ 5, 使 得 xzx<z 一 》。 

我 们 也 称 一 线 序 集合 的 最 小 元 和 最 大 元 (如 果 存 在 的 话 ) 
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为 该 集合 的 痕 点 (最 小 元 称 为 左 端 点 ,最 大 元 称 为 右 痊 点 )， 
定理 14.8 《QQ, 二 〉 是 一 稠密 的 线 序 集合 ， 并 且 是 没有 
证 明 先 证 人 没有 端点 ,因为 任 一 a/5€ 都 有 

o/b—1léQ 且 ao0+16d 
再 证 , Q 是 稠密 的 , 令 a, 2 为 有 理 数 ,并 且 a 二 3， 假定 
6 = Pi/qi 6 = /491， 其 中 0 二 qu， 0 < 二 q;， 现 在 令 


: Piq? TT pq 
zp( 20 * gq ) 
即 x 一 《a 十 5)/2。 不 难 验证 6 二 x 过 5 成立 。 
bp 题 


1. 如 果 “s，<> 是 稠 冤 的 , 旦 #4，,2 E54 < 之 5 则 开 区 间 : 
(ca。D5) 一 {zizcSA<xz<2 
不 能 是 一 有 穷 集合 . 

2. 证 明 《<Q, <，f+， 一 。" >》 满足 性 质 工 

3. 证 明 <Q, <，+ ，。 一 ，'》 满 足 性 质 工 。 

4. 证 明 《<Q, < ,+, 一 ,* > 满足 性 质 亚 , 

5 .证 明 《<Q, 二 ,十 ,一 ,，> 满足 性 质 V. 

6. 证 明 《<Q, <，+， 一,。，》 满足 性 质 VI 

7 .证 明 《<Q&, 过， 十， 一，。，。> 视 足 性 质 VI 

8. 证 明 《<Q, <，+， 一 ，" > 满足 性 质 VII。 
9. 证 朋 《<Q, < ,十 ,一 ,，*》 满足 性 质 1X， 
10. 让 明 《<Q, 二 ,十 , 一 ，'，> 满足 性 质 民 
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第 十 五 章 实数 的 构造 


我 们 已 经 定义 了 自然 数 、 整 数 、 有 理 数 和 它们 的 集合 ,在 
数学 上 还 有 两 个 重要 的 数 系 一 一 实数 系 和 复数 系 。 由 实数 系 
去 构造 复数 系 并 不 难 ,因此 本 书 不 讨论 复数 系 的 ,而 只 讨论 实 
数 系 的 构造 ,大 家 知道 , 仅 有 有 理 数 是 不 够 用 的 , 早 在 公元 前 五 
世纪 ,十 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 希 普 斯 (Hippasus) 就 发 现 了 
等 腰 直 角 三 角形 的 直角 边 与 其 斜 边 的 长 度 是 不 可 通 约 的 ， 从 
而 导致 了 无 理 数 V 2 的 发 现 , 后 来 人 们 又 逐渐 认识 了 MV 3， 
V5 ， 圆 周 率 ~， 以 及 其 它 许 多 重要 的 无 理 数 。 但 却 没 有 完 
整 的 理论 。 直至 上 世纪 末 , 在 集合 论 逐 步 建 立 和 发 展 的 基础 
上 ,外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass，1815 一 1897); 狄 德 金 (Dede- 
kind，1831 一 1916) 和 康 托 尔 (Cantor，1845 一 1918) 等 著名 
数学 家 才 建 立 了 无 理 数 、 实 数 的 完整 而 又 严谨 的 数学 理论 . 实 
数理 论 虽 然 存在 着 不 同 的 表述 方式 ,但 实质 上 都 是 相同 的 .我 
们 知道 ， 从 有 理 数 系 到 实数 系 的 过 渡 是 在 集合 论 的 基础 上 进 
行 的 ， 本 章 的 目的 就 是 完成 这 一 构造 ,建立 严谨 的 实数 系统 ， 


$1 者 本 图 数 与 基本 序列 


定义 15.1 一 画 数 
f:o 一 心 ， (15.1) 
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如 果 它 满足 条 件 : 


3r€ Qné wlf(n)| < x (15.2) 
In€ wm E wiE on mAneiAmi 
> f(m) < f07)). (15.3) 


称 疼 数 f 是 基本 的 ， 其 中 %。 为 自然 数 集合 ,为 有 理 数 集合 ， 
if(wn)| 为 大 2) 的 绝对 值 ， 二 ， 委 为 地 中 的 上 用 然 顺序 ,有 时 我 
们 也 称 福 足 条 件 (15.2) 的 画 数 f 是 有 和 界 的 ,满足 条 件 (15.3) 的 

今后 ,我 们 用 公式 BE( 力 表示 了 是 一 基本 函数 ,并 且 我 们 
也 把 这 一 通 数 类 记 做 了 . 当 上 为 一 基本 函数 ,就 称 下 面 形式 的 
值 


1(0), f(1), 1(2), ,fn), "“""""" (15.4) 
为 一 基本 序列 也 弟 常 把 (15.4) 写 做 : 
fos F149 F723 "9fn9 ""*"*" 。 (15.5) 


““ 引 理 15.1 当 孙 数 f:w > Q@ 取 常 数值 时 ， 它 是 基本 的 ， 
即 对 于 任 一 个 6 Q, 由 (15.5) 可 知 
yy yy 

为 一 基本 序列 ， 

引 理 15.2 存在 着 不 是 利 范 数 的 基本 函数 。 

这 一 引 理 仅 须 给 出 一 个 不 是 常 图 数 的 基本 函数 就 够 了 。 
但 是 ,为 了 较 深 入 的 理解 基本 少数 和 基本 序列 的 概念 ,我们 不 
妨 多 举 几 个 例子 。 按照 下 述 方法 , 读者 还 可 以 给 出 更 多 的 例 
于 来. 

例 1 令 
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1 


h(n) 1 CE 0 
这 样 我 们 就 获得 序列 : 
1 
ro = 0， 1 一 
1 
i ”一 ”一 一 
| 1 * nl 
BO; 
1 2 3 4 
0 -一 -一 一 ”5 一》 
” 2”3 ”4 5” 
他 -一 7 
re , 15.6 
~ 7 (15.6) 


不 难 验证 (15.6) 满 足 条 件 (15.2) 和 (15.3); 也 就 是 说 它 是 
一 基本 序列 . 
例 2 前 边 已 经 指出 V 2 不 是 有 理 数 , 因为 假定 它 是 有 

理 数 , 即 有 互 素 的 整数 P, 4 使 得 

P 一 pi 

二 一 V 2， 故 (2) 一 2。 
因此 有 P 一 29’, 令 P 一 2’P,, gq 一 2iq,, 使 得 其 中 Pi, 9: 为 
奇数 ,于 是 

P 一 22 下， 2 人 一 22504403， 
从 等 式 书 一 29, 获得 225P3 一 254943。 这 与 原 设 矛盾 , 左 端 含 
有 2 的 偶 次 者 而 右 端 则 含有 2 的 奇 次 客 。 故 V 2 不 是 一 有 
理 数 ， 但 可 用 一 串 有 理 数 近 做 地 去 遭 近 它 ,例如 取 
d= 1,a= 1.4,4;= 1.41, 4 .414，-…。 
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这 些 值 中 的 每 一 个 都 是 有 理 数 (有 限 的 十 进 制 小 数 ), 这 里 所 
取 的 近似 值 每 一 个 都 大 于 等 于 它 前 面 的 一 个 。 对 于 这 些 数 
as(ze w), 当 7 越 来 越 大 时 , 它 的 值 的 平方 a2 就 越 来 越 接近 
于 整数 2 。 即 序列 

bios is bl。 logy ee (15.7) 
是 递增 的 ( 即 对 所 有 的 4 , 永远 有 as 过 ast) 和 有 界 的 。 我 
们 所 取 定 的 这 一 序列 还 具有 如 下 性 质 : 假如 在 它 的 每 一 项 中 
的 十 进位 数 的 最 后 一 位 数 上 加 上 1， 得 到 的 数 的 平方 就 大 于 
2 , 即 . 


从 而 ,有 


显然 , 当 i 越 来 越 大 时 , 数 .2 二 (5) 就 越 来 越 小 (但 永 大 


于 0), 并 无 限 地 趋 近 于 0. 
例 3 设 方 :o 一， 并 且 户 (0) 一 1， 当 0 之 wz 时 取 值 : 


fi(n) 一 (1 十 二) ， 对 于 每 一 自然 数 40 均 为 有 理 数 


1 -= 


9 64 
(w=— 1,a™2, 人 27 入 ) 
不 难 证 明 这 时 (15.7) 也 是 一 基本 序列 。 
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$2 基本 序列 的 等 价 关系 和 实数 的 定义 


定义 15.2 设 f,& 为 两 个 基本 函数 , 我 们 如 下 规定 它们 
有 的 等 价 关系 之 : 
f 之 g > Ve€ Q(e >0N\In€E wmE w(nm 
-> |f(m) — gCm)! < 8)). (15.8) 
引 理 15.3 ”如 上 定义 的 关系 之 是 上 的 等 价 关系 。 
证 明 之 的 自 反 性 和 对 称 性 都 是 显然 的 。 
一 的 传递 性 ,由 有 理 数 的 下 述 不 等 式 
las — col SS la m5) tl cl 
即 可 准 知 。 
这 样 给 出 B 的 等 价 关系 以 及 利用 这 个 关系 将 B 划 分 为 等 
价 类 作为 实数 的 定义 是 外 尔 斯 特 拉 斯 的 一 个 很 深刻 的 思想 ， 
比如 序列 (15.6) 和 常 函数 f(x) 一 1(ze w) 所 获得 的 序列 都 
在 同一 等 价 类 中 ,读者 还 可 以 列举 更 多 的 类 似 的 例子 . 
” 引 理 154 若 j: w 一 Q，g:w 一 Q@ 都 是 常 函数 ， 并 且 
之 g, 球 么 j= 二 g。 
证 明 假定 从 x) 二 +;,，g(n) 一 ?+; 并 且 fr 关 +, 不 失 一 
般 性 , 设 7 二 rs, 取 8 一 + 一 ri 之 0, 这 时 显然 我 们 可 获得 
1 与 8 是 不 等 价 的 。 
定义 15.3 函数 1:w 一 Q, 如 果 有 
3n€ war E QYmE wn mm) = r). 
则 称 函数 f 是 后 段 常 值 的 . 
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引 理 15.5 若 1, 8 都 是 后 段 常 值 的 , 并且 f 二 g， 那 么 

总 有 #€ oa， 使 得 ， 
fi o 一 ?2 一 &[T oo 二 2。 

不 难看 出 引 理 15.4 仅 是 引 理 15.5 的 一 特殊 情况 ,并且 类 
似 于 引 理 15.4 的 证 明 ,不 难 获得 引 理 15.5 的 证 明 , 这 里 从 略 ， 

定义 15.4 我们 令 

民 : 一 了 /一 

并 且 称 RR 为 实数 集合 , *E 尽 , 称 x 是 一 实数 . 

注 1 定义 15.4 关于 商 集 合 尽 的 取 法 ,我 们 可 以 规定 : 
对 于 任意 x*€ R, 如 果 在 等 价 类 x* 中 有 一 常数 f:w 一 Q, 即 有 
re @ 使 得 f(x) 一 + 成 立 (n€ w) 时 ， 我 们 就 取 > 表达 这 一 
等 价 类 x, 并 称 * 为 有 理 数 ， 仍 记 做 >。 这 种 规定 是 合理 的 ， 
由 引 理 15.4 和 15.5 即 可 证 明 。 

注 2 熟悉 极限 方法 的 读者 不 难看 出 ， 当 x€ 尺 时 ,x* 中 
任 一 元 的 极限 就 是 我 们 要 定义 的 实数 *， 同 一 等 价 类 中 的 有 
共同 的 极限 值 。 这 个 等 价 类 确定 了 一 个 实数 。 而 B/ 之 就 是 
实数 集合 . 

注 3 对 于 等 价 于 上 节 例 2 的 基本 序列 (15.7) 作成 的 等 
价 类 , 可 取 其 中 任 一 基本 序列 用 来 表示 W 2。 $1 例 3 中 的 
基本 序列 的 等 价 类 ,所 定义 的 实数 通常 记 做 。。 


$3 实数 的 目 然 次 序 与 四 则 运算 


定义 15.5 对 于 任意 的 1,g€《 8B, 定义 


1 委 > VEE Qn Ee wmew(0 < eAnm 
> g(m) ~ f(m) > 8). : (15.9) 
f<sg >A 8). (15.10) 
5| 理 13.6 由 上 述 公 式 (15.9) 与 (15.10) 定 义 的 <s 是 传 
了 逸 的 和 非 对 称 的 。 
可 由 (15.9) 直 接 得 证 。 
5i 理 15.7 者 fg6DB3, 则 下 述 三 下 性 成 立 : 
j=<sg8, f 人 Tg, & <s. 
证 明 由 定义 15.1, 15.2 和 15.5 及 有 理 数 的 三 岐 狂 直接 获 
得 的 ,从 略 ， 
由 上 述 引 理 和 定义 15.4 与 15.5 我 们 可 以 直接 获得 实数 
目 然 次 序 二 R 和 它 的 人 性质， | 
现在 我 们 来 定义 实数 的 四 则 运算 : 
定义 15.6 对 于 任意 的 实数 x, y, 我 们 任 取 f,8 分 列表 
示 * 与 3》 的 基本 隶 数 ,我 们 令 
(1) xz 十 ?为 基本 序列 
f(0) + 80 大 1) 二 区 1 大) F gn) 
所 确定 ; 
(2) * 一 为 基本 序列 : 
1(0) ~— 8(0), (1) — gC1),.**, fn) — gn)s 
所 确定 ， 
(3) +*y 为 基本 序列 ， 
1(0) * gC0), C01) gC1),***, fA) * gn)s* ee 
所 人 确定; 
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(4) 当 7 关 0 时 ,xx 一》 为 基本 序列 ， 
1C0)/8(0), H1)/8(1),***, fn)/8(n),*** 
所 确定 ( 轧 可 取 对 于 m€ wm, 使 得 六 和 2 时 , 有 Eg(w) 关 0, 故 
假定 g(n) A 0,m < 7), 
定义 15.6 的 合理 性 , 即 基本 序列 对 四 则 运算 的 封闭 性 是 
直接 被 验证 的 ， 并 且 对 于 有 理 数 的 新 定义 和 原来 的 定义 是 一 
致 的 
定理 15.1 实数 集合 只 有 如 下 的 封闭 性 质 和 次 序 定 律 。 
(1) 封闭 性 质 : 
06 慌 ，16 开 ， 
如 果 x€E R, yE R, 则 x 十 y, x 一 y， *'yéR, 
并 且 当 》 关 0 时 ， =eR, 
(2) 交换 律 , 基 x,y € 民 , 则 
xty= yr, ry—=y +», 
(3) 结合 律 ,大 x,y, x € 及， 则 
+ 二 (y+z)=(x+y)+2, 
+°*(y* 2)— (rx*y)':z, 
(4) 分 配 律 , 若 x,y, z€ 民 , 则 
x*(yTtz2)—=x*y+x*2, 
(5) 和 恒 等 律 ，x€ R， 则 
X07r, 1.xr— Xx, 
(6) 逆 元 律 ， x € 尺 , 有 
x 十 (一 zx) 一 0 洛 xz 关 0 有 时, 则 + 二 一 1 
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(7)0<=1, 

(8) 若 x,y,zERFH ry,Nx+x<y++z, 

(9) 若 *,y,zER, 并 且 x 二 y,0 二 z, 则 
XYy* 2, 

定理 15.1 的 证 明 不 难 但 比较 烦琐 ,这 里 从 歼 。 


$4 实数 的 完备 性 定理 


定义 15.7 ”对 于 任意 的 cp6 尺 日 二 5, 集合: 
{zla< 和 xx 和 5AxreR] 
为 一 区 间 ,更 确切 地 说 , 为 一 闭 区 间 , 并 且 记 做 [fa,2] ， 称 集 


合 


{xla <y 二 人 A 人 xfE Rk} 

为 一 开 区 间 , 并 记 做 (a, 6), 类 似 地 还 有 : (a, 58] 和 [4,5)， 
并 称 4 ,5 为 这 些 区 间 的 端点 , 更 确切 地 说 ,4 则 做 左 端点 , 
内 做 石 端 挟 ， 

定义 15.8 对 于 任意 的 集合 5SCR，, 任意 的 实数 a€ R， 
bE 民 ， 如 果 有 Vx € S(x < 5)。 我们 称 & 为 5 的 上 界 。 如果 
我 们 有 Vx &€ 5(a < *)， 我 们 称 a 为 5S 的 下 界 . 

定义 15.9 ”对 于 任意 的 集合 SCR, 和 任意 的 实数 a€ R， 
5e R， 如 果 我 们 有 : 

Vx€S(x 人 oN Vad < eE—> A3x€ SC ~— 6 xr)), 
我 们 称 & 为 5 的 上 确 界 。 

如 朵 我 们 有 : 


。 2/)4. 


Vx€ SC 扫 x) 人 Vs(0 E> He SC <e 十 ES))， 
我 们 称 4 为 5 的 下 确 界 ， / 

由 定义 15.9, 一 集合 5 如 果 有 上 确 界 , 则 它 是 唯一 的 , 同 
时 下 确 界 也 是 唯一 的 。 

例 4 令 

S:={r|0~rAxrE QA < 12}, 

不 难 验证 $ 的 下 确 界 为 9，， 上 确 界 为 VY 2. 

例 5 区 间 (0,1) 的 下 确 界 为 0, 上 确 界 为 1. 

例 6 闭 区 间 [0, 1] 的 下 确 界 为 0, 上 确 界 为 1. 

”由 上 述 例子 知道 ,一 般 来 说 ,一 集合 5 的 上 确 界 或 下 确 界 

可 以 属于 集合 5, 也 可 以 不 属于 集合 5. 

定理 15.2 如果 SCR, 和 且 $ 不 空 有 界 , 则 有 一 SS 的 上 确 
界 。 

证 明 因为 S 天 9 ,不 妨 设 a€5, 做 区 间 [4a,5],5 为 5 的 
上 窜 ,a<b, 一 个 闭 区 间 叫 做 ( 相 对 于 集合 5) 是 正规 的 ,如 果 它 
与 5 是 相交 的 , 即 它们 的 交 是 不 空 的 .不 难看 出 ,把 一 正规 区 


间 分 成 两 个 区 间 [4, < 了 | ，| 二 一 全 ,5| 时 ， 必 有 一 个 是 


正规 的 ， 于 是 令 Ao: 二 [a,5], 把 和, 按 上 述 方式 分 割 为 两 个 
区 间 时 ,在 右边 的 那个 小 区 闻 是 正规 时 ,我 们 就 取 它 为 Al, 否 
则 就 令 左边 的 为 人 1, 以 此 方式 .我 们 获得 正规 区 间 
| Ar， Antis *"*， 
并 且 分 别 把 这 些小 区 间 的 左 端 点 记 做 ; 

: 0 4 bo (15.11) 
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显然 , (15.11) 是 一 基本 序列 , 并 令 它 定义 实数 +, 不 难 验 证 ， 
7 是 5 的 一 上 确 夫 ， 

因为 ,首先 不 可 能 再 含有 大 于 + 的 S$ 的 数 了 。 假 定 不 然 ， 
设 re 5, + 二 mm， 则 对 于 任意 x, A。 都 含有 +, mm ， 但 是 
7 天 7， 且 0 二 yr 一 +， 而 人 A; 在 上 述 取 法 的 过 程 中 ， 总 是 
可 以 比 + 一 + 短 , 这 就 产生 了 矛盾 ,所 以 7 是 $S 的 上 界 ， 

其 次 ,对 于 任意 的 0 二 8, 则 对 于 充分 大 的 整数 x, 可 以 
使 A, 的 长 度 小 于 s， 所 以 A, 内 的 一 切 点 都 大 于 + 一 8s， 又 
由 于 A; 的 正规 性 , A, 中 有 5 的 点 x, 使 得 + 一 8 二 x,。 即 7 
是 S$ 的 上 确 界 . 

类 似 地 ,我 们 能 够 获得 下 述 定理 15.3. 

定理 15.3 ”如果 SCR, 5s 不 空 , 且 S$ 有 一 下 界 4a, 则 在 R 
中 有 一 3 的 下 确 界 ， 

思 注 问题 : 定理 15.2 的 证 明 中 需要 什么 逻辑 原则 ? 需要 
4C 吗 ? 

定义 15.10 令 (5, 二) 是 线 序 集合 ,一 空隙 是 指 满 足下 
面 的 集合 对 (4, B): 

(1) 4 与 3B 是 5 的 不 交 子 集合 ,并 旦 4UB = 5， 

(2) 若 a€4,b5€B, 则 a < 二 2， 

(3) 4 没有 最 大 的 元 并 且 B 没有 最 小 的 元 . 

例如 ,对 于 有 理 数 集合 QQ 来 说 ,我 们 可 以 令 ; 

Ss: = {xI0<xAxrE QAN2 < vr |}, 
: S22 =— Q— 5. 
对 上 述 的 集合 5, 与 9 而 言 ,这 时 显然 《51,5，》 是 一 空隙 ， 
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为 了 显明 ,也 说 V 2 就 是 《5,, 51) 的 一 个 空隙 . 

由 上 述 定 义 15.10 和 定理 15.2、 15.3, 我 们 立即 可 推 得 下 
述 推论 ， 

推论 15.1 有 序 集合 CR, <) 是 没有 空 阶 的， 

定义 15.11 令 (5, 和 是 一 稠密 的 线 序 集合 。 如 果 8 
的 每 一 个 不 空 有 界 子 集合 4, 都 在 S$ 中 有 上 确 界 。 那么 我 们 
称 S 是 完备 的 . 

注意 , 《3$, 二 》 是 完备 的 ,恰好 它 是 没有 任何 空隙 的 。 因 
此 我 们 有 : 

推论 15.2 ”有 序 集合 《R, 二 ) 是 完备 的 ， 


二 题 


1. 证 明 引 理 15. 5。 

2. 证 明 引 理 15.7. 

3 .证 明定 理 15.1(1). 

4. 证 明定 理 15.1(2)， 

5 .证 明定 理 15.1(3). 

6 .证 明定 理 15.1(4)， 

7 .证 明定 理 15.1(5)， 

8. 证 明定 吾 15.1(6), 

9. 证明 定理 15.1(9). 

10. 证 明 中 无 最 小 元 ,也 无 最 大 元 ,也 就 是 说 ,R 是 没有 端点 的 ， 
11 .证 明 《R, <> 是 <Q，<> 唯一 的 《在 同 构 意 义 下 ) 完备 的 扩 


12. 证 明定 理 15.3， 
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第 十 六 章 ”序数 与 超 穷 归纳 法 


本 章 讨论 序数 。 序数 概念 极为 重要 , 可 以 说 序数 是 集合 
论 世 乔 的 背 采 骨 。 什么 是 序数 呢 ? 在 第 五 章 中 我 们 讨论 过 有 目 
然 狼 ,序数 是 目 然 数 的 推广 ,而 目 然 数 就 是 有 穷 序 数 ， 


$1 序数 的 定义 


序数 是 自然 数 的 推广 ， 我 们 的 第 一 个 目标 是 把 w 作为 第 
一 个 超 穷 序数 添加 到 扩大 的 系统 中 ,w% 有 许多 性 质 , 但 是 , 从 
序数 的 角度 看 ,我 们 需要 注意 € 连接 和 无 极 大 元 的 性 质 , 即 
Vr EwVyE oxrEyVrt = yVyE?), 
Vr € way € w(x € y), 
我 们 把 这 两 条 性 质 作为 用 较 小 序数 的 集合 定义 一 个 新 的 
更 大 的 序数 的 手 女 ， 
定义 16.1 
(1) 自然 数 0 是 一 序数 ， 
(2) 若 « 是 一 序数 , 则 gt 也 是 一 序数 ， 
(3) 若 5 是 序数 的 连接 的 无 极 大 元 的 -- 集 合 , 则 Us 也 
是 一 序数 ， 
序数 都 是 由 上 述 条 件 (1) 一 (3) 获 得 的 。 
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定理 16.1 每 一 自然 数 都 是 一 序数 ， 

证 明 由 (1),0 是 序数 .现在 假定 对 于 任意 的 自然 数 天 ， 
天 和 是 序数 ,由 (2): 天 十 1 也 是 一 序数 。 因 此 , 使 用 数学 归纳 
法 , 我 们 就 获得 了 对 于 一 切 自然 数 x, 它 都 是 一 序数 , 这 就 完 
成 了 定理 16.1 的 证 了 明 . 

定理 16.2 "是 一 序数 . 

证 明 由 第 五 章 ,我 们 知道 ,是 由 所 有 自然 数组 成 的 集 
合 ,使 用 定理 16.1,w 是 一 序数 集合 ,并 且 w 是 6e 连接 的 ,无 极 
大 元 的 ， 再 依据 定义 16.1(3)， 可 知 Uo 是 一 序数 ， 因 此 仅 须 
证 明 o 一 Uw, 就 完成 了 定理 16.2 的 证 明 , 而 这 是 因为 ,对 于 
任意 集合 *, 都 有 

TE Uw<—>xéyN\y€éw (有 一 集合 y) 
<—> XE 0, (由 o 的 传递 性 ) 

所 以 ,由 外 延 公理 ,有 ww = Uw. 

定义 16.2 我 们 令 o 十 0: 一 上 日 o 十 1: 一 i, 5 十 
2: 一 《oo 十 1)， 对 于 任 一 26 oo 十 (2 十 1): = (w+n)t. 

推论 16.1 w” 是 一 序数 , 并 且 对 于 任 一 自然 数 >，ow 十 za 


是 一 序数 ， 
由 定理 16.2 和 定义 16.1、16.2, 上 述 推论 是 显然 的 ， 
定义 16.3 令 
So: 一 {xr|3n(n€ whAr = w+ n)}, 
即 
4 一 [oo 于 1 十 2 ,wT nr 1 


定理 16.3 w 二 o: = 二 U5, 是 一 序数 ， 
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证 明 由 替换 公理 ,可 知 g% 是 一 集合 , 并 且 由 推论 16.1， 
5 是 一 序数 的 集合 , 而 且 显 然 5, 是 e 连接 的 无 极 大 元 的 序数 
集合 ,因此 ,由 定义 16.1(3) o 十 w 是 一 序数 ， 

定理 16.4 / 

(1) 对 于 任意 的 自然 数 nm, 都 有 n€ o 十 o， 

(2) 对 于 任意 的 自然 数 >， 都 有 ww 十 26o 十 oo， 

(3) w 十 o 是 满足 上 述 (1) 与 人 2) 的 最 小 的 序数 。 这 里 
所 谓 最 小 的 序数 是 指 : 若 “ 是 任意 一 序数 ， 并 且 也 满足 上 述 
条 件 (1) 与 (2), 则 有 o 十 oCa， 

证 明 首先 证 明 上 述 定义 的 集合 % 的 元 素 w 十 # 都 是 
传递 的 , 我 们 可 施 归 纳 于 目 然 数 = 来 完成 这 一 证 明 。 由 定理 
5.4,w 是 传递 的 。 即 ”一 0 时 ,w 十 0 是 传递 的 ， 现 在 假定 ， 
对 于 任 一 目 然 数 玉 ,wo 十 K 是 传递 的 ,由 第 七 章 的 习题 4 ,可知 
(w 十 天 六 ( 即 w 十 (K 十 1)) 也 是 传递 的 。 由 此 , 使 用 定 涅 
7.9， 可 知 o 十 w 《 亦 凤 U56) 是 传递 的 。 又 因为 wn€ 5,， 并 
且 ,对 于 任意 的 自然 数 , 都 有 o 十 (x 十 1)6 56, 所 以 , (1)， 
(2) 成 江 ， 

现在 来 证 明 (3)， 即 令 序 数 a 满足 (1)，(2), 我 们 证 明 
0 十 OOCau。 对 村 任意 的 集合 *, 若 xc U5, 就 有 2cEw， 使 
得 x€ w 十 n。 这 时 , 必 有 

(4) x€ oa， 

(5) 有 一 自然 数 K < zx 一 w 十 天 ;二 者 之 一 成 立 。 藻 
(4) 成 并 ,由 于 e 满足 条 件 (1): 故 *ea.。 若 (5) 成 立 , 由 a 满 
足 条 件 (2) ; 故 xe a 所 以 ,我 们 总 是 有 x€ x， 因此, USCea， 
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RU wo 十 wwCa。 所 以 , 欲 证 结果 成 立 . z 
定理 16.4 说 明了 序数 w 十 w 是 大 于 5 中 元 素 的 最 小 序 
数 。 也 就 是 说 ,我 们 有 


io 十 一 ooUo9o 
一 OUlto 十 zz6co} 
咏 10,1,，2，-.……-.…:. ,cy 十 工 ， 
w 十 2， se 上 
并 且 ,我 们 令 


vi 一 0 十 0o。 

这 样 ,我们 可 以 有 序数 (w 2) 十 1: 一 (o' 2)。 并 且 
我 们 令 (w . 2) 十 0 一 w. 2， 对 于 所 有 的 自然 数 w， 我 们 都 
有 序数 (o .2) 十 (zn 十 1): 一 ((w，'2) 十 nw)*+。 这 样 ,我 们 
有 序数 (ww* 2) 十 1,(w*2)+2, ， 类 似 于 定义 
16.3, 我 们 有 序数 (w: 2) + w, 即 有 序数 w 十 % 十 wo。 并 
且 令 

0 3 一 0 十 wo 十 0o。 
按照 上 述 过 程 ,对 于 任意 的 目 然 数 a, 假定 我 们 已 经 有 数 
w，#, 我 们 就 一 定 有 序数 / 
(w* nn)++1,(w*n)+2, 。 , 
并 且 类 似 于 定理 16.3, 我 们 可 以 获得 序数 w. (w 十 1) 等 等 ， 
这 样 ,我 们 可 以 令 
Si = {wo* nn€Ew}, 

由 此 ,可 得 序数 oo: 二 US 不 难 验 证 序数 wo 是 

大 于 形式 为 (o "2) 士 妈 的 序数 的 最 小 序数 ， 其 中 2 天 为 任 


281 ， 


意 的 自然 数 . 产生 新 的 序数 的 过 程 是 没有 止境 的 。 今后 , 我 
们 访 用 a, 6 等 等 表示 序数 。 


$2 打数 的 性 质 


定义 16.4 对 于 一 序数 c 如 果 在 在 一 个 序数 8, 使 得 
=p+ ] 
成 立 , 则 称 x 为 一 后 继 序数 。 例如 1,2,w 十 1, oo 十 2 等 等 
都 是 后 继 序数 。 不 是 0 也 不 是 后 继 序 数 的 序数 叫做 极限 序 
数 。 当 & 为 一 极限 序数 时 , 就 记 做 im《(e)。 例如 o，o :2， 
w* w 等 等 都 是 极限 序数 。 由 定义 16.1(1) 获得 的 序数 是 0， 
由 (2) 获 得 的 是 后 继 序 数 , 由 (3) 获 得 的 序数 为 极限 序数 。 
定理 16.5 任 一 序数 & 痢 是 传递 的 .。 

证 明 因为 序数 0 是 传递 的 ,并 且 若 序数 6 是 优 北 有 的 ,由 
第 七 章 的 习题 4, 则 所 也 是 传递 的 。 若 5 是 一 已 知 的 序数 集 
合 ,由 假定 5 的 每 一 元 都 是 传递 的 ,由 定理 7.9, 则 序数 US 是 
传递 的 ， 因 此 , 由 定义 16.1 就 获得 了 一 切 序数 都 是 传递 的 , 

定理 16.6 任 一 序数 & 是 € 连接 的 ; 即 

VrEavyEaxEyVr = yVyE xr). 

证 明 施 妇 于 序数 的 构造 ,由 定义 16.1 ,首先 a 一 0 时 显 
然 成 立 。 其 次 若 有 序数 8, 使 得 o = 8 十 1, 当 6 满足 定理 的 
结 采 时 ;, 则 “显然 也 满足 。 因 为 xEay y€Q 所 以 有 

x*€EBVr=B 
ypPVYy=—B 
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成 立 ， 阁 x*€ 8 且 y& B86, 由 假定 可 得 
rEyVr— yVyErx 
成 并 。 若 y€E8 且 x 二 6, 这 时 有 yEx, 则 此 时 定理 也 成 立 ， 
右 *€8B 且 y 一 6, 则 有 x€y 亦 获得 欲 证 结果 。 若 * 一 8 且 
一 8, 这 时 有 x 一 y, 亦 有 欲 证 结果 成 立 ， 
其 三 ,假定 5 为 满足 定义 16.1(3) 前 提 的 序数 集合 , 欲 证 
U5 也 € 连接 的 ， 
因为 者 x€ U5,y€ US, 则 有 
xcES 有 8 xéa, 
PES 且 7cp。 
又 因为 我 们 有 
xcEpVc 一 VEca， 
所 以 ; 当 zc8 时 , 则 有 xepb,yecp, 所 以 有 
xEyVxz 一 VEx。 
同样 ,对 于 a 一 8 和 EB8&a, 都 有 和 馈 证 结果 成 立 ， 
综 上 ,我们 完成 了 定理 16.6 的 证 明 。 
推论 16.2 ” 任 一 序数 “都 有 三 野性 。 也 就 是 说 , 对 于 所 
有 的 x6e cy ye a, 下 述 三 者 
XEy, YX 一 yy JyEx 
恰好 有 一 个 成 立 。 
证 明 由 定理 16.6 和 正则 公理 , 这 一 推论 的 证 明 是 显然 
的 
”我 们 重申 序数 集合 的 极 大 元 的 概念 。 令 5 为 序数 的 一 集 
合 , 如 来 一 序数 8, 使 得 8€ 5 且 对 于 所 有 的 序数 c, 当 c 关 5 
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了 时 乔 有 
cc 一 CCP 
则 称 3 为 有 极 大 元 的 ， 

当 $ 没有 极 大 元 时 , 我 们 称 它 是 无 极 大 元 的 , 也 就 是 说 ， 
对 于 任意 的 pe 5, 都 有 ae 5 使 得 Be a 成 立 . 

例 1 任意 自然 数 都 是 有 极 大 元 的 序数 集合 . {2，3)， 
{4, 6}), {8), {wm}, to o 二 1, wo 二 1, oo 二 10 等 等 ,也 
都 有 极 大 元 的 序数 集合 ， 它 们 的 极 大 元 分 别 为 3、6、8、w、 
o 十 1、o、ow 士 9。 

例 2 令 

S$, 一 {nl3m(m€ w An = 2m)}, 
S$, = {nl|3mm EE wAn = 2m + 1)}. 

不 难 验证 上 述 定义 的 5, 5; 与 wo, w 十 w 等 等 部 是 无 极 
大 元 的 序数 集合 . 

定理 16.7 对 于 任意 的 序数 集合 5, 若 B.，B; 都 是 5 有 
极 大 元 , 则 8B, = pb; 

证 明 假定 8, < 8,， 这 时 由 于 P.，p: 都 是 5 的 极 大 元 ， 
因此 ,有 pep 且 pe6p 同时 成 立 。 由 正则 公理 这 是 个 可 能 
的 ,因此 ,有 所 一 0 

上 述 定 理 是 说 , 任 一 序数 集合 5, 若 S 有 极 大 元 ， 则 它 的 
极 大 元 是 唯一 的 。 因此 , 我 们 可 以 把 5 中 的 极 大 元 称 为 5 的 
最 大 元 . 

定理 16.8 ”对 于 任意 的 序数 c, 8, 若 cC+p, 则 a 6. 

证 明 由 aC48, 所 以 8 一 a 不 空 , 令 * 为 B 一 a 的 极 修 
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元 ,; 即 x€EB86 一 a 且 x 站 (6 一 0) 一 8。 现在 验证 x 一 c, 即 
a€ fp. 

(1) xCa。 若 不 然 ， 即 有 》 使 得 yE x 人 y 飞 a, 但 是 x6 
pa, 所 以 xE8 且 x&a.。 因此 , y€B8B,yE(B 一 0)。 这 
样 ,就 有 y E(x 人 (8B -a)), 这 与 zx 的 取 法 相 契 盾 ， 所 以 , 我 
们 有 欲 证 结果 xCe 成 立 。 

(2) cCxr， 因为 对 于 任 一 集合 y, 若 y€ oe, 由 前 提 , 就 有 
y&€.B， 这样 ,我 们 已 有 x&€ B68,y&€B8。 由 定理 16.6 ,我 们 有 

zxEYyVY 一 yVyEx。 

若 *€y, 由 ec 即 得 x6ec, 这 与 x 的 取 法 相 季 盾 ， 故 不 可 
能 有 >xey。 若 zx 一 y， ?ea 则 有 xec 这 也 与 zx 的 取 法 矛 
扫 。 因 此 ，, 只 能 有 yex 成 立 。 即 ， 我 们 获得 :; 对 于 任 一 》， 
yEao—>y€rx，M 上 耻 QCxr 成 六 ， 

由 (1) 与 (2), 即 得 x = oa, 见 t 8p. 

定理 16.9 设 4(x) 为 任 一 公式 , 如 果 有 一 序数 c, 使 得 
4(o) 成 立 , 则 有 一 序数 m, 使 得 4(ow) 成 立 ， 并 且 对 于 所 有 
的 序数 8, 若 BE€ oo, 则 4《B) 不 成 立 。 

证 明 由 题 设 , 令 | 
/ S: ~ {BIB EE ot A A(B)}. 

由 分 离 公理 5 为 一 序数 集合 ,并 且 ga€ 5, 所 以 S$ 六 HB。 由 正 
则 公理 , 有 一 序数 me 5, 且 wm 人 5 一 BB。 也 就 是 说 ,对 于 序 
数 m， 我 们 有 4(ao) 成 并 并且 对 于 所 有 8, 8 € om, 86 必 S， 即 
A(B) 不 成 立 。 

定理 16.10 如 采 S 是 一 序数 集合 , 则 5 是 € 连接 的 . 
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证 明 令 
B(x,y): rEyVryVyE rz. 
我 们 希望 证 明 Vx€ SVy € SB(x, y)。 假定 人 不然, 就 有 
IrE€ Sy € S71B(x, y). (16.1) 

令 pi: = {rlx€E SAI3yES IB(x, y)}. 

由 (16.1), B, 关 8 ,由 正则 公理 ， 就 有 一 +。， 使 得 x。 是 
8 的 一 极 小 元 。 并 且 由 《16.1) ,我 们 有 

pb: = {yly €E SA TB(z, y)} 
不 空 , 令 % 为 Bs 的 一 极 小 元 ,所 以 有 
“1B(zxo, yo) (16.2) 
成 并 ,并 且 me S, yo€ S， 我 们 来 证 明 : 

(1) xzoCy。 因 为 任 一 z，zeEx。 由 于 xo 的 取 法 ， 就 有 
B(z, yo), 即 z €yoVz 一 yoVyo&z, 我 们 应当 有 z 《jy 因 
为 大 人 不然, 就 有 zz 一 yoV yo€ xz, 由 zz 一 yo, 则 得 yo€ xo， 而 由 
yo€ 2 ,及 ww xo 和 xo 的 传递 性 ,也 获得 ye xo 而 这 均 与 (16.2) 
相 矛 盾 。 这 样 ;我 们 就 有 Vz(z € xo 一 z € yo), 好 xoCyo。 

《2) yjCxo。 设 ze‰ 由 和 的 取 法 ,我 们 就 有 Bana sz) 成 
六 。 亦 即 

xocE2zVxo 一 2VzExo。 
假定 xo€ x, 由 z€ yy 及 的 传递 性 ,就 有 xo€ y， 这 样 ， 
就 有 B(xo, yo) , 与 (16.2) 矛 盾 ， 因 此 ,不 可 能 有 roe z 成 立 . 
假定 xo 一 x2， 这 时 由 x € yo,s. 就 有 xo€ 加 ， 也 就 有 B(xo， 
yo) 成 江 ， 这 与 (16.2) 矛 盾 。 因 此 ,不 能 有 x。 一 z 成 立 。 
由 B(xo, 2) 成 立 ,必然 获得 ze x。 
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综 上 所 述 ,我 们 有 Vz(z€ 加 一 ze 和 )， 即 有 yoCxo。 

由 (1) 与 (2), 有 xo 一 yo, 风 , 获 得 了 BCmy yo) 成 并 ,这 与 
(16.2) 相 矛盾 ，、 因 此 ， 我 们 获得 (16.1) 是 不 可 能 的 ,， 即 ， 我 
们 有  - 

Vr€ SVy€ SB(x, y)., 

定义 16.5 令 5 为 序数 的 任 一 给 定 集 合 , 我 们 用 符号 

SUPS 表示 一 最 小 的 序数 c, 使 得 
VA(BES—B8Ea). 
并 且 称 这 一 最 小 的 序数 a《 即 SUPS) 为 5 的 最 小 上 而 

定理 16.11 对 于 任意 的 序数 集合 $, 都 有 它 的 最 小 上 鹤 
SUPS., 

证 明 当 s 中 存在 一 最 大 序数 6 时 , 由 定义 16.1,86 填 1 
是 一 序数 ,我 们 令 a 一 8 十 1。 显然 , 这 时 & 就 是 5 的 最 小 上 
界 , 故 SUPS 一 5 十 1。 

当 $ 中 无 最 大 序数 时 ， 由 定义 16.1 和 定理 16.10, 可 知 
US 是 一 序数 .我们 令 a 一 U5, 并 且 对 于 任意 的 序数 8, 我 
们 有 6B€5, 并 且 由 于 8 不 是 5 的 最 大 元 , 改 有 BE5S 且 peB， 
所 以 ， 由 US 的 定义 、 就 有 B € U5。U5 的 最 小 性 质 是 显然 
的 。 


$3 超 穷 归纳 法 


由 定义 16.1 和 $ 1 构造 序数 的 过 程 , 读 者 容易 看 出 ,序数 
是 由 0 出 发 ， 并 经 过 后 继 运算 和 闪 集 合 运 鼻 逐步 由 小 到 大 构 
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造 起 来 的 , 这 种 构造 过 程 是 永远 没有 完结 的 。 我 们 把 所 有 
的 序数 所 形成 的 类 记 做 0,。 0; 不 是 一 序数 ， 也 不 是 一 集 


合 。 


定义 16.6 对 于 任意 的 序数 a, 8, 我 们 令 
Cb:= atB, 
oa:=oao<<pVa= pf. 

定理 16.12 ( 超 穷 归 纳 法 ) 对 于 任意 的 公式 4(x), 我们 
有 

1 A(0)AYVo(Ala)—> A(at)A Val lim(ea) 

NVBE aA(B)—> A(0))) 一 YaL4(o)。 

I Va(VB EE aA(8)—> A(a))— Vad(a). 

形式 1 与 了 实质 上 是 等 价 的 。1I 是 说 ,由 4(0) 成 并 ,并 
且 对 于 任意 的 后 继 序 数 o  ，4(c ) 可 由 4(o) 推出 ; 并 且 对 
于 任意 的 极限 序数 & 而 言 ， 由 小 于 的 一 切 6 命题 4(8) 成 
立 , 推 导出 4ko) 也 成 立 , 这 时 我 们 就 能 够 获得 对 一 切 序数 9 

言 , 都 有 4(c) 成 立 。 

I 是 说 ， 对 于 每 一 序数 @ 而 言 ， 若 可 以 由 小 于 6 的 一 切 
8 都 有 44p8) 成 立 , 就 能 推导 出 时, 4(e) 成 立 。 这 时 ,我 们 
就 获得 了 对 于 一 切 & 而 言 ，4(c) 成 并 , 这 里 当然 包括 4(0) 
成 立 , 因 为 没有 序数 小 于 0, 因此 可 以 认为 

a 过 0-> A(g) (16.3) 

成 立 。 这 是 由 于 它 的 前 提 “a < 0 是 假 的 , 故 (16.3) 是 真 的 。 
所 以 由 I, 4(0) 走 。 形式 1 的 前 提 比 形式 I 的 前 所 陈述 得 
更 细 更 具体 一 些 。 我 们 仅 须 证 肯 形 式 工 。 
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证 明 ”假定 定理 16.14(H) 不 成 也 ， 即 有 序数 a， 使 得 
4(e) 成 立 . 由 定理 16.9 就 有 最 小 的 序数 m, 使 得 一 4(ao) 
成 立 。 因 此 , 当 8 < 一 m 时 ,都 有 446) 成立， 这 样 ,由 归纳 前 
提 , 即 可 得 到 4(o) 成 六， 这 就 产生 了 一 个 予 慎 。 说 明 不 可 
能 有 一 a 使 得 也 4(w) 成 这 。 也 就 定 说 ,对 一 切 序 效 <c， 都 有 
4(o) 成 立 。 


J 题 


1. 证 明 : 0 是 最 小 的 序数 。 

2. 证 明 : 对 于 任意 的 序数 “, 不 存在 序数 6, 使 得 a < 6<a+1, 

3. 证 明 : ww 为 最 小 的 无 穷 序数 ， 

4. 证 明 ; 若 ,6 为 任意 的 二 个 序数 , 则 <cn8 是 一 序数 

5. 设 < 是 一 序数 , 且 x Ea, 证 明 >* 也 是 一 序数 。 

6. 设 5 为 任 一 序数 集合 ,证 明 s 关于 上 有 三 岐 性 质 。 

7 .证 明 ; 一 序数 a 是 一 目 然 数 ， 当 且 仅 当 “ 的 每 一 个 空子 集合 都 
有 一 个 最 大 元 索 。 

8. 当 < 是 一 非 堆 序数 时 证 明 : « 是 一 极限 序数 , 当 且 仅 当 

ge 
9 .证明 : 对 于 任意 的 序数 «, 都 有 
Uec =a. 


10. 证 明 ; 车 «和 6 都 是 序数 , 且 6 < oa, 则 B< Ua 


人 


第 十 七 章 集合 的 势 


$1 基本 概念 


定义 17.1 一 集合 5, 如 果 有 一 个 自然 数 #, 以 及 4 与 5 
之 间 的 一 个 双 射 函数 f。 也 就 是 说 5 恰 有 # 个 元 素 , 则 集合 
S 叫做 有 穷 的 ， 
例如 : 
(1) 空 集 合 是 有 穷 集 合 ， 任 一 自然 数 都 是 一 有 穷 集 合 . 
(2) 下 列 集合 都 是 有 穷 集 合 : 
afO CT {{{2}}}, 2}, 
”b. {x|x 是 由 英文 字母 组 成 的 符号 捉 ( 或 称 字 ), 其 长 
度 ( 即 符号 的 个 数 ) 小 于 1000)， 
c. {x|zx < 2200 并 且 z* 是 一 素数 }. 
一 集合 是 有 穷 的 , 即 它 的 元 素 个 数 有 穷 ,并 不 要 求 去 找 出 
这 一 集合 元 素 的 具体 数目 ， 比 如 (2) c. 所 刻 划 的 集合 究竟 是 
多 少 个 元 素 呢 ? 其 中 包含 着 大 量 的 计算 问题 ， 但 是 不 管 如 何 
枚 举 它 的 元 素 ， 也 不 管 它 的 元 素 的 确切 个 数 ， 我 们 可 看 出 它 
的 个 数 一 定 小 于 2zm, 因此 可 以 断定 它 是 一 有 穷 集 合 . 
定义 17.2 一 集合 5S 若 不 是 有 穷 集合 ,就 称 为 无 穷 集合 . 
也 就 是 说 ,对 于 一 集合 5 ， 如 找 不 到 一 个 自然 数 w， 使 得 8 恰 
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好 是 7 个 元 素 ,就 称 5S 是 无 穷 集 合 . 
例 (1) 自然数 集合 "是 一 无 穷 集 合 ， 
(2) 若 a 为 一 序数 且 o 委 cc， 则 是 一 无 穷 集 合 ， 
(3) 平面 上 所 有 的 整数 格子 点 是 一 无 穷 集合 ， 如 图 
1, 其 中 


HIE Rs WE 


> 
(ny, /2 } 


图 1 平面 上 整数 格子 点 集合 是 一 无 穷 染 合 


”问题 是 对 于 任意 二 个 无 穷 集 合 9%，8， 是 否 还 能 比较 它 
们 大 小 呢 2 星 在 1638 年 、 天 文学 家 侈 利 略 发 现在 一 定 意 义 
下 : 正 整 数 的 平方 数 集合 9 

{1, 4, 9, 16, ...} 
和 正 整 数 集合 3: 

{1,2,3,4,...} 
是 一 样 多 的 ， 因 为 , 任 给 一 个 正 整数 x, 都 有 唯一 的 一 个 平方 
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数 与 之 对 应 , 即 若 z6 5;, 则 必 有 ?EE 5,, 这 说 明 5 与 5; 的 数 
目 应 当 相 等 ; 但 是 , 另 一 方面 , SCS:, 并 且 5 是 5, 的 真子 集 
合 , 5; 是 5; 的 一 部 分 ， 这 一 问题 引起 了 伽利略 和 他 的 同时 代 
人 的 困惑 。 康 托 尔 系统 地 研究 了 两 个 无 穷 集合 数目 相等 的 特 
征 ,提出 了 一 一 对 应 的 概念 ,把 两 个 集合 能 否 建 立 一 一 对 应 作 
为 它们 的 数目 是 否 相 同 的 标准 . 

定义 17.3 ”对 任意 的 集合 5 与 5,， 如 果 有 一 个 5 与 5， 
的 双 射 函 数 ， 我 们 把 集合 5 与 5; 叫做 有 相同 基数 (或 称 等 
势 ), 记 做 中 二 怠 . 

由 定义 17.3 我 们 知道 正 整 数 平方 数 集合 与 正 整 数 集合 
有 相同 的 基数 . 

二 集合 ,xz 等 势 , 记 作 EP(Cx4, +;)， 即 BPC%4, x;) 就 是 

引 理 17.1 关系 EP 是 类 上 的 一 个 等 价 关 系 , 即 : 

(1) VxEP(x, x), 

(2) Vrvyvz( EP(x, y) 信 EP(y, zx) —> EP(x, z)), 

(3) VxvyCEP(x, y)—> EP(y, #)). 

”由 双 射 函 数 的 概念 ， 引 理 17.1 是 显然 的 。 因为 EP 是 类 
的 一 等 价 关系 ,并 且 EPCV X V, 这 样 ,我 们 按 关 系 EP 把 V 
作 等 价 类 的 划分 了 ,我 们 令 

Ca:=V/EP, (17.1) 
为 了 醒目 ,人 们 把 集合 s 的 势 即 基数 记 作 8, 它 也 可 表示 与 同 
势 的 那些 集合 形成 的 等 价 类 , 即 Ca 的 元 (这 里 用 到 的 关系 ， 
等 价 类 划分 等 概念 已 推广 到 类 上 )、 
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$2 康 托 尔 - 伯 因 斯 坦 定理 


定义 17.4 对 于 任意 集合 5$,，5;， 我 们 定义 5, 委 S$， 如 
果 存 在 一 个 5 到 9 的 内 射 函 数 户 即 f 是 一 个 一 对 一 的 函数 ， 
其 定义 域 为 5,, 其 值 域 在 8; 之 中 , 任 一 *e Su 都 有 f(x) € 5 

定义 17.5 对 于 任意 的 集合 $1, 5;, 我 们 定义 : 

S < 当 且 仅 当 避 委 吕 旦 3 三 3 (17.1) 
其 中 , $ 关 5， 是 指 5, 与 5, 之 间 不 存在 一 个 双 射 函数 ,现在 
我 们 陈述 并 证 明康 托 尔 - 伯 恩 斯 坦 (Bernstein) 定 理 。 初学 者 也 
可 暂时 略 去 定理 的 证 明 . 

定理 17.1 对 于 任意 的 集合 S, 9 若 人 < 委 人 日 4 委 人 ， 
则 吕 = 5， 

证 明 设 f 为 9 到 8 的 一 内 射 函 数 ,8 为 S 到 3 的 一 
内 射 函 数 .。 不 失 一 般 性 ,可 假定 Sn3: 一 2. 

容易 看 出 , S,US; 是 具有 下 述 形式 的 所 有 序列 . 

S:=1 es ) Vay yn “re } HEZ 
的 不 交 并 ,xs€ 51, ys € 5 1€2, frs)=ya, 8(Yn)=xat, 并 
且 右 x*, 在 & 的 值 域 中 ,那么 在 序列 中 就 有 yo 出现, 当然 ;如 
图 2 所 示 , 若 x 不 在 g 的 值 域 中 ， 就 不 可 能 有 y_; 在 列 中 出 
现 .同样 , 若 y, 在 f 的 值 域 之 中 ,那么 就 有 x， 出现; 当然 , 当 y， 
不 在 f 的 值 域 中 ,x 就 不 可 能 出 现 . 不 难 理解 上 述 列 的 右边 
总 是 不 中 凸 的. 综 上 所 述 我 们 有 三 种 类 型 的 列 . 我 们 可 设想 
一 个 集合 往 K, 使 得 Se 天 当 且 仅 当 S$ 是 属于 下 述 形式 之 一 
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图 2 构造 $ 的 示意 图 


的 列 . 
(1) 左边 不 中 止 , 亦 即 
S: 一 (xy }, 26EZD， 
这 种 情况 的 联 线 起 点 始终 在 ran《(g) 与 ran(f) 中 摆动 。 
(2) 左边 止 于 茶 一 x, 其 中 避 为 某 一 固定 的 整数 ， 即 
S :一 xm Ym Xmtis ym41 }， 
这 种 情况 的 联 线 起 点 在 51 一 ran(g) 中 ， 
(3) 左边 中 止 于 某 一 yw， 其 中 为 某 一 固定 的 整数 ， 凤 
S:= {ymy Ymtis Imtis } 
这 种 情况 的 联 线 起 点 在 2 一 ran(f) 中 . 
不 难 验 证 上 述 定义 的 集合 簇 玉 是 两 两 不 区 的 ,并 且 
SiUS;,= UK. 
现在 ,我 们 依据 上 述 三 种 不 同类 型 的 集合 5, 分 别 定义 从 
Sn3S 到 $S 们 5; 上 的 一 一 映射 p， 即 Sns 与 50\5,; 的 一 双 射 
p。 也 就 是 说 , 我 们 定义 一 沙 数 徐 BB, peEg 当 且 仅 当 9 满足 
下 述 条 件 之 一 : 
(i) 对 应 于 上 述 情况 (1), 也 就 是 对 于 每 一 整数 >， 都 有 
xs 与 ys 在 5 中 出 现 ,这 时 我 们 有 
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pts) = Yn. (2€2) 
(ii) 对 应 于 情况 (2) ,这 时 也 令 
p(xn) = yr. (mn) 
(ii 对 应 于 情况 (3) ,这 时 9 的 取 值 情况 有 些 特殊 , 我 们 


P(xn) 一 yr (mn) 
上 上 述 定 义 的 这 一 徐 溺 数 人 有 这 样 的 性 质 : 
a. 其 中 任 一 永 数 gp, 都 有 pCS Xx 5,;， 
2. 这 一 入 中 任 取 两 个 通 数 ， 它 们 都 是 两 两 不 交 的 , 即 若 
p:E 和 则 po6 有 80， 并 且 若 qi 冯 pi 则 gf p= 二 
令 
hh 一 U8, 容易 验证 4 就 是 9: 与 9 的 一 双 射 冰 数 。 
定理 17.1 称 之 为 康 托 尔 ~ 伯 轧 斯 坦 定理 , 它 是 关于 集合 
的 势 的 一 条 基本 定理 . 
引 理 17.2 对 于 任意 的 集合 51, 5;, 5;, 若 5 志 5,, 5 二 
5 则 玉生 3 
证 明 由 引 理 的 假设 , 令 一 对 一 的 通 数 为 天 与 有， 
fi:S1 一 $a, 
f2: $2 — 5,,. 
由 图 3, 不 难看 出 ， 我 们 可 以 构造 一 消 数 1, 它 是 一 对 一 
的 并 且 满 足 : 
1 一 03。 
为 此 , 当 x& 5, 时 我 们 规定 ， 
fx) = ff(x) ), 
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图 3 ranCfi) ES, 且 .ran(f | ran(f)) Cran(f) GS, 


1 是 一 一 对 应 的 ,是 从 5, 到 $ 中 的 一 内 射 ,所 以 我 们 有 : 
5 去 5. 

由 引 理 17.1 , 集合 的 势 的 关系 委 是 自 反 的 ; 由 定理 17.1， 
集合 的 势 的 关系 委 是 反对 称 的 ; 由 引 理 17.2 ,集合 的 势 的 关 
系 委 是 传递 的 。 这 就 是 说 , 委 是 类 C。 上 一 个 偏 序 关系 ， 

关于 集合 的 势 , 康 托 尔 还 给 出 了 一 条 基本 原理 ,就 是 对 于 
任意 的 两 个 集合 5 与 9， 它们 的 和 劳 总 是 可 比较 的 ， 即 下 述 三 
式 

人 
恰好 有 一 个 成 立 , 这 个 原理 与 选择 公理 等 价 。 


83 可 数 集 合 


定义 17.6 对 于 任意 的 集合 S$， 如 过 存在 5 与 w 的 一 双 
射 孙 数 f; 则 我 们 称 5 是 可 数 的 。 如 条 有 一 内 射 p:w 一 5， 
并 且 不 存在 内 射 4:5 一 o， 则 8 是 不 可 数 的 . 

由 定义 17.6, $ 是 可 数 的 ,就 记 做 5 一 元。 人 们 党 把 可 数 


集合 的 势 记 作 癌 。 它 是 最 小 的 无 穷 势 ， 
定理 17.2 自然 数 的 任 一 无 穷 子 集合 5 都 是 可 数 的 . 也 
就 是 说 , 若 5 为 自然 数 的 一 无 穷 子 集合 , 则 5 一 8,. 
证 明 设 ae5 且 是 5 的 最 小 元 . 并 且 令 glx) 是 $5 中 大 
于 zx 的 最 小 的 元 . 由 递归 定理 我 们 来 给 出 此 二 集合 的 一 双 射 
函数 
1(0)= 6 
加 VesCn)) = sc) (72) 
由 (17.2) 及 递归 定理 , 不 难 验证 f 是 w% 与 5 的 一 双 射 函数 . 
例 1 令 5:== {1, 4,9,16,.….}， 即 5, 为 正 整 数 的 平 
方 数 的 集合 . 3$: 是 可 数 的 . 
例 2 令 5,:= 二 {x|x 是 奇数 }, 5, 是 可 数 的 ， 
闻 理 ,偶数 集合 ,素数 集合 都 是 可 数 的 ， 
有 些 自然 数 的 集合 是 有 穷 的 还 是 无 穷 的 ,现在 还 不 知道 ， 
甚至 是 著名 的 数学 难题 . 例如, 令 
di: 一 {x|3n € w(x = 二 2? 十 1 人 x 是 一 素数 ))， 
Qi: 一 {x|x € ww 人 + 是 一 束 数 人 x 十 2 是 一 素数 1 
在 数学 史上 称 d; 是 有 穷 的 还 是 无 穷 的 这 一 问题 为 挛 生 
数 问题 . 
定理 17.3 整数 集合 Z 是 可 数 的 , 即 
Z = MV,. 
证 明 把 Z 按 下 列 有 顺序 排列 : 
0 1 一 1 一 2 一 
显然 可 以 看 出 2 与 wo 是 一 对 一 的 . 
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定理 17.4 ”有理数 集合 Q 是 可 数 的 , 即 
0Q= ~ 

征明 任 一 有 理 数 r 都 有 自然 数 p, 9( 且 4 0), 舍得 
r 一 p19， 这 样 我 们 就 可 以 用 自然 数 对 (p,q) 来 代表 。 并 且 
如 图 4 按 由 内 向 外 逐一 进行 检查 ， 把 那些 第 一 次 岂 现 的 表示 
某 一 有 理 数 的 格子 点 配 以 一 个 自然 数 〈 当 然 要 除去 横 坐 标 轴 
“上 的 各 点 )。 例 如 我 们 首先 把 (0, 1》 配 之 以 自然 数 0, 然后 
我 们 以 《1, 1》 作 起 点 , 如 图 4 的 方向 转动 ， 即 得 前 边 22 个 
有 理 数 ,并 配 之 以 相应 的 自然 数 ( 表 1)。 其余 的 可 以 此 类 推 ， 
这 样 就 获得 了 定理 17.4. 


] Co) 6} (25 (一 /人 5) 、 


2) 
i 所 (4.1) 


| 
2) 
ep 


(5 -4) 


ee .sh sd, mii nil, 


图 4 用 自然 数 格子 点 表示 有 型 数 ,并 将 以 格子 点 表示 的 有 理 数 配 之 以 日 然 数 
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续 表 1 


有 理 数 相应 的 自然 数 


| 


定理 17.4 可 能 令 入 吃惊 。 因为 有 理 数 集合 当 作 线性 订 
集 是 稠密 的 , 而 自然 数 集合 是 朴 稀 的 , 但 是 它们 的 势 却 相 等 ， 
这 就 使 人 怀疑 是 否 一 切 无 穷 集 合 的 基数 都 是 一 样 的 ， 必 是 
.下 边 的 康 托 定 理 给 出 否定 的 回答 


$4 本 数 集合 的 主要 性 质 


定理 17.5 任 一 可 数 集合 8 的 无 穷 子 集合 $: 仍然 是 一 
可 数 集合 ， 即 : 着 了 一 站, .C5, 5 无 穷 , 则 3 一 N. 
证 明 因为 5 可 数 , 即 有 双 射 函数 户 使 1:N 一 5, 故 
So= {10), 71), ,Hn), }， 
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可 以 把 S 改 写成 $= {60 ay .ao }， 因 为 5 是 无 
穷 于 集合 ; 故 8 一 {f(r10), mm) 人 mr), }， 或 记 
作 Si = aws ams samy }。 这 样 ,由 下 表 

0 ， 1 ， 2 ， ee 1 


|! li|1 | 


Co Ws 029 “n° Un, 
Gm Co Om ~"" Gm **" 


建立 了 一 个 双 射 函数 g:w 5, 即 5 一 Ni 

定理 17.6 一 可 数 集合 5 或 附加 上 一 有 穷 集 合 , 或 删 去 
其 中 的 有 穷 个 元 素 ,结果 仍 为 可 数 集合 ， 

证 明 ”我 们 仅 证 明定 理 的 第 一 部 分 ,第 二 部 分 是 类 似 的 . 

设 3 一 ta ac …，cs，… ， 现 附加 上 的 有 穷 集 
合 的 元 素 为 如, 54, 刀 ， "bm, 不 妨 假定 5 (0 和 i? 所 mw) 都 
与 S 中 元 素 不 相同 ,所 得 到 的 集合 为 

S| 一 {bo, Bis Dao Gis ai ***, dn, .….}，, 
设 f:N 一 5 为 双 射 函数 ,定义 g:o 一 3 如 下 : 
Di 0 委 1; 和信 
8 一 L m+1<if iew, 

显然 ,8 是 与 8 之 间 的 一 双 射 函数 ， 这 就 证 得 了 8 为 
可 数 集合 . 

定理 17.7 二 个 可 数 集合 之 并 ,还 是 一 可 数 集合 。 

证 明 设 
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S 一 Tclyaiya ay |， 
9 一 { bo, bi, bis ,bn }, 
不 妨 假 定 9 与 $ 不 交 ( 即 它们 没 相同 的 元 素 ) ;其 并 集合 可 作 
如 下 排列 : 
Qosbos G13 bis sans 2 
这 碌 是 说 ,当天 :ww 一 5,, fi:w 一 3 为 二 个 双 射 泗 数 时 ， 我 们 
定义 7 为 


(K), K WW ,n= ZK 
Kn) = )， 当 有 KE 


fj(K)， 当 有 Kw,n==2K+l1. 
显然 fw 一 5,U 5S; 是 一 双 射 函数 ,这 就 证 明了 定理 17.7. 
定理 17.8 可 数 无 穷 多 个 可 数 集合 的 并 集合 ， 仍 然 是 一 
可 数 集合 . 
证 明 不 妨 假 定 这 些 集合 都 是 两 两 不 交 的 ,它们 的 元 素 为 
| 一 { a, G19 Gs “**» Qips ‘，…}, 
$, 一 { an, Gn Qn “dn9 - }， 


S3 “= { aa, das G339 “9 G3n9 "" *}， 


而 $8: 二 SLU 5,U5,U.….…， 将 S 的 元 素 如 下 排列 


Ql49 和 间 和 


”yz 


G21 022 (023 人 243 “** 

一 -一 
G3 Q32 033 O39 “"* 

-一 《17.3 
Wal (42 043 CH “*™" 


在 上 述 元 素 的 排列 (17.2) 中 ,由 左上 端 开始 , 其 每 一 斜 线 上 的 
每 一 元 时 的 足 码 之 和 都 相同 , 且 依 次 为 2，3,， 4，5，…， 各 和 侍 
线 上 元 素 的 个 数 依次 为 1 ,2,3,4,…。 这 样 (17.2) 依 次 排列 
为 | 
Ql G39 G12s G319 G219 G139 。。。 (17.3) 

由 (17.3) 可 以 建立 5 与。 的 双 射 函数 . 

我 们 还 可 用 另 一 方法 来 考察 S 的 可 数 性 .为 此 , 先 定 义 目 
然 数 的 一 无 穷 子 集合 了 如 下 : 

T: 二 {x| 有 nnEéw,metw 且 n>1,m 之 1 
使 得 x 一 2* .3*}. 

显然 ， 了 是 一 无 穷 集 合 ， 并 且 了 工 中 元 素 是 由 ” 与 w 唯 一 决定 
的 ,所 以 是 可 数 的 。 

对 于 任 一 x+ € 7 了 ,我 们 令 (wx)o 表示 的 2 的 指数 ， (%), 表 
示 * 的 3 的 指数 ， 亦 好 x 一 2 3 我 们 定义 产 了 一 5 
如 下 : 令 fx) 一 ace ， 由 我 们 对 了 与 S 的 规定 , 了 为 一 双 
射 函 数 , 且 因为 了 可 数 ,所 多 3 一 SN 


$5 实数 集合 人 丰 个 可 数 的 


定理 17.9 集合 [0, 1] 是 不 可 数 的 . 
证 明 假定 [0,1] 是 可 数 的 ,并 且 枚 举 它们 的 元 素 为 a,， 
aas， ao， … ,并 把 它们 都 表 成 十 进 制 无 尽 小 数 形式 : 
Qi 029 G39 4 *** (17.4) 
全 可 表示 为 : 
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G1 = 0.pupizprspu* ** 
a2 一 0.papnpapa 
a; = 0.papspapa ** 
04 一 0.pupaupapu ** 


(17.5) 


现在 构造 一 数 9， 其 小 数 形式 为 0.9,q29394"…*， 我们 逐步 
检查 (17.5) 式 的 对 角 线 上 的 数 pss, 0 二 prr 硅 9, 鹉 prr 记 5， 
则 令 gs = 二 5; 若 pwn 二 5, 则 令 gs 一 4。 这样, 就 有 

4 < qn 5, 

并 且 8 与 (17.4) 中 的 任 一 数 都 不 相同 ,但 g€ [9, 11, 这 说 明 
(17.4) 未 能 枚 举 完 [0, 1] 中 的 数 , 与 题 设 矛盾 , 所 以 [0, 1] 是 
不 可 数 的 . 

定义 17.7 我 们 把 集合 [0, I] 的 基数 记 作 六， 即 六 := 
[0,1], 有 时 记 做 c。 

定理 17.10 令 a€E R,béER, 有 8 a<5b, 则 [6o, 6), (a， 
b], [a, 51, (a, 5) 的 基数 都 是 人 

证 明 令 f(x) = 二 a 十 (6 一 a)zx, 显然 1 为 [0,1] 一 > 
[a, 2] 的 一 双 射 况 数 ， 这 就 证 明了 [a, 51 的 基数 也 是 XN. 由 
于 任 一 无 穷 集 合 删 去 有 穷 个 元 素 仍然 与 原来 集合 一 一 对 应 ， 
从 而 知 [e,， 2)，(a，2]， (a, 5) 的 基数 也 都 是 久 . 
”定理 17.11 对 于 任意 的 自然 数 >, > 个 基数 为 的 两 丙 
不 相交 的 集合 之 并 集合 ,其 基数 仍然 是 8. 

证 明 令 ” 个 两 两 不 交集 合 

SS， .SS 一 SUSIU US， 
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并 且 5 一, 1 志 i 所 wn， 我 们 将 半 闭 区 间 [0, 1) 用 点 
ao 一 0 一 <ao<.…… <a <oas=1 

分 成 2 个 半 闭 区 间 [oo oh) i 二 1, 2,*…*,#。 每 一 个 半 闭 
区 间 的 基数 都 是 况 ， 所 以 可 以 使 【a;_1, a;) 与 5; 做 成 一 一 对 
应 .又 因 [0, 1) 为 这 些小 半 闭 区 间 之 并 和 集合 ,所 以 5 与 [0,1) 
一 一 对 应 ,定理 得 证 . 

定理 17.12 全 体 实数 所 组 成 的 集合 R 的 基数 也 是 从 . 

证 明 ”因为 R 可 分 割 成 可 数 无 穷 个 半 闭 区 间 之 并 集合 ， 
例如 


R= UL 一 DADU[ 一 所 一 人 Dj (17.6) 
而 区 间 (0, 1) 可 依 下 列 方式 分 割 成 可 数 无 穷 个 半 闭 区 间 之 并 
集合 : 

1 1 
(0, 1) 和 UL 人 ( > 外 (17.7) 


Ri+2 有 十 1 


由 定理 17.10， | 
(oo 1 ] 与 [UE 一 下 十 1 
十 2 TI1/ | 


是 对 等 的 , 所 以 , 由 (17.6) 与 (17.7) 可 以 获得 RR 与 开 区 间 
“(0, 1) 对 等 , 即 契 = XN. 
注 1 数学 中 有 一 个 著名 的 问题 称 为 连续 统 假 设 ， 简 记 
做 CH, 可 以 陈述 为 
YS(SCR—>(# 过 各 或 5= R)). 
这 是 一 百年 前 康 托 尔 的 猜想 , 1900 年 在 巴黎 召开 的 国际 数学 
家 会 议 上 , 著名 数学 家 和 希 尔 伯 特 〈Hilbert) 提出 23 个 未 解决 
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的 数学 问题 中 的 第 一 个 问题 , 1929 年 机 德尔 证 明 : 如 有 果 通 闻 
的 集合 论 公 理 系 统 是 协调 的 ， 那 么 加 上 C 如 后， 仍然 是 协调 
的 。 换 言 之 ,通常 集合 论 公 理 系 统 不 能 推演 出 CH 的 否定 式 ， 
1963 年 科恩 (Cohen) 证 明 : ”如 果 通 常 集合 论 公理 系统 是 协 
调 的 , 那么 在 该 系统 内 加 上 CH 的 否定 式 仍 然 是 协调 的 。， 换 
言 之 ,通常 集合 论 公理 系统 不 能 推演 出 CH。 哥 德 尔 和 科 局 
的 结果 表明 CH 与 通常 集合 论 公理 系统 是 独立 的 。 C 已 是否 
成 立 呢 ? 至 今 仍 然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 


习 题 


1. 对 于 2 > 0， 令 
Fs: 一 {y|y 为 多 项 式 eax 十 ss az 十。 十 ax 十 oo， 
其 中 %， 41，*，**os 都 是 有 理 数 ,县 oa 关 0}， 求 集合 Ra 的 势 . 
2. 令 c 表示 复数 的 集合 ,四 
C:={x|3a€ RA3bE R(X = a + bi)ANi= Vv —1}. 
求 C 的 势 ? 
3, 今 :二 {f|f 为 一 沙 数 , dom(1)CN 且 ran(1)cC{0,1}}. 
求 集合 P 与 集合 P(%) 的 势 的 关系 ， 
4,F。 是 把 第 1 题 中 的 “有 理 数 ” 改 为 “实数 ”所 获得 的 # 元 实 系 数 
,多项式 集合 ; 求 已 的 势 
5. 令 G 为 所有 代数 数 的 集合 ,证 明 G 是 本数 的 。 
6. 证 明 : b(w) 一 1L0，1 
7. 令 a 为 无 理 数 集合 ,证 朋 uu 是 不 可 数 的 。 
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附录 集合 论 的 公理 系统 
在 现代 集合 论 中 ,有 许多 不 同 的 集合 论 公理 系统 ,最 著名 
的 一 个 系统 是 由 蕉 梅 罗 (Zermelo) 1908 年 提出 的 ,后 来 经 过 
弗兰克 尔 〔Fraenkel) 和 斯 科 伦 (Skolem》 等 人 的 改进 而 建立 
起 来 的 。 人 们 称 之 为 ZF 系统 . 略 述 如 下 : 
i. 外延 公 理 
一 集合 是 由 它 的 元 素 决 定 的 。 即 
YrYyy(Ve(z EX EE y) 一 > YY 一 少 )。 
2. 空 集合 存在 公理 
存在 一 个 没有 任何 元 素 的 集合 , 即 3xVy(y 和 xz) 空 集合 
记 作 8g， 
3. 无 序 对 集合 存在 公理 : 
对 于 任意 的 集合 x*，y，、 都 有 一 集合 z, 集合 z 的 元 素 恰 
好 是 * 与 ?了 ， 印 
Vrvy3deVu(u Es < 全 2 一 2VU 一 》)。 
此 公理 中 的 集合 xz， 我 们 记 做 {x,， yj。 当 * 三 y》 时 ， 就 是 
{x}, 这 时 称 {x} 为 * 的 单元 集合 . 
4. 并 集合 公理 
对 于 任意 的 集合 *， 和 部 存在 一 集合 六 2? 的 元 恰好 就 是 集 
合 * 的 所 有 元 素 的 元 系 , 出 
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VYxayYs(zcy <—> 3u(z EuNu € *)). 

此 公理 中 定义 的 集合 y, 记 为 Ux. 当 * 为 lx, rz21 时, UJ 4x 
x+} 可 记 作 x,Uzx;, 并 称 它 是 集合 x 与 x; 的 简单 并 . 

5. 帮 集合 公理 

对 于 任意 的 集合 *， 都 有 一 个 集合 y,Y 的 元 过 恰好 是 x 
的 于 集合 , 印 
_Vz3yys(zey <—> zC#), 
其 中 ZCx:—Vi(t Ez —>1€x) 
此 公理 中 定义 的 集合 y, 我 们 记 做 P(x), 称 P(%) 为 集合 * 的 
逢 集合 

下 边 的 公理 是 断定 在 我 们 的 论 域 中 存在 着 一 个 集合 ， 它 
有 无 穷 多 个 元 素 ， 

6. 无 穷 党 合 存在 公理 或 简称 无 穷 公理 

存在 着 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰好 是 所 有 的 上 自然数 ,这 个 入 
合 我 们 记 做 w， 由 呈 的 性 质 , 我 们 有 

DEéEwNVYVr(xrEw—>x+l1é€w). 
这 一 公理 的 另 一 种 陈述 方式 是 
ax(O ExNVy(y Er—>yU{y} Er), 

7. 分 离 公理 模式 或 称 子 集合 公理 模式 ， 对 于 任意 给 定 的 

公式 4(z), 我 们 有 
Vx3ayyz(zcEy<e z Exh ACz))., 
8. 巷 换 公理 模式 
对 于 任意 给 定 的 公式 4(x, y)，, 我 们 有 
Vrx3lyA(x, y) ~> VidsVu(u €s <—> Hz(g € tN A(z, «))), 
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其 中 
Vxr3d!lyA(x, y ) : 一 Vx3y( A(x, y)N\ Vs(A(x, 2)—%— y))， 

9. 正则 公理 或 称 基础 公理 

Vx(x < OG — 3y(y ExYAxny = 2)), 
10. 药 择 公理 
Vxvy(y Er >y GO)NVyVa(y ErN2ErNYES 
>y/ z= YG)—> 3cvy(y Ex 
—> 1s(1€E y NtE€c)NViE catz €E x(t € 2)). 

上 述 十 条 公理 就 是 ZF 公理 系统 。 由 于 第 七 八 附 条 是 
公理 模式 ,对 于 任 一 公式 都 有 一 条 相应 的 公理 , 因此 , 上述 公 
理 系 统 是 由 无 穷 条 公理 组 成 的 . 

注 1 在 参考 文献 13] 中 ,我 们 曾 把 选择 公理 号 做 

Vrvy(y Ex —>y < 8G)NVyVs(yE€ x* 八 z EXYA 人 7 去 

>yNz= 2G) > 3cvy(y Ex 

— 31t(1€ yAMz€ c)). 
也 许 有 人 问 ,这 两 条 公理 是 否 等 价 呢 ? 我 们 说 ,在 ZF 中 它们 
是 等 价 的 。 只 须 使 用 分 离 公理 就 可 由 后 者 获得 前 者 , 当然 由 
前 者 可 以 直接 获得 后 者 . 

注 2 上 上 述 十 条 不 是 狸 立 的 , 比如 由 符 换 公理 可 以 导出 
分 离 公理 ,但 由 于 分 离 公 理 使 用 方便 ,而 且 也 由 于 它 的 历史 党 
义 ( 棕 梅 罗 在 1908 年 已 给 出 分 离 公理 ) 通常 还 是 保留 了 分 离 
公理 .在 文献 中 ,常常 把 1 一 7, 9 一 10 记 做 Z, 称 为 蔡 梅 罗 系 
统 , 有 了 时 也 把 1 一 9, 记 做 ZF 系统 ,而 1 一 10 记 做 ZFC 系统 。 
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